Chapitre 4 : Ondes

Section 4.1 : chaine de N oscillateurs

Une chaine est constituée de N petits blocs identiques, de
méme masse M, espacés de la méme distance L, et
alignés suivant la droite (Ox).

Une petite perturbation, modifie I'équilibre initial, elle se
déplace de proche en proche le long de |la chaine de blocs
et provoque un petit déplacement de chaque bloc.




Admettons que les forces d’interaction de chaque
bloc peut étre limitée a ses deux voisins immeédiats
(n+1 et n-1 pour le bloc n)

et que ces interactions sont de méme type que la
tension d’un systeme masse-ressort de constante
de raideur k.

Soit X,, la position de la masse n par rapport a sa
position d’équilibre (1 <n < N).
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Déterminons I'équation du mouvement du nieme bloc :

Bilan des forces de rappel exerceées par les blocs n+1 et n-
1 surle blocn:

Projection de la force de rappel exercée par le bloc n+1 :

fns1on = —Ko(Xp — Xp41)
Projection de la force de rappel exercee par Le bloc n-1:

fn—1—>n — _KO (Xn — Xn—l)
La deuxieme loi de Newton s’écrit :

| ) MXn = fu-1-nt fation
Soit: mX, = Ko(Xn+1 — Xn) — Ko(Xy — X-1)

Dou X, + % 2X,—X,,_.1—X,,.1) =0 posons %

1
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w, Etant la pulsation propre de chacun des N blocs
identiques constituant la chaine.

Nous constatons gue les termes X,, s'additionnent et
ne s’éliminent pas.
La solution X,, dépend de X,,_, et de X,,,; cela veut

dire que le mouvement du bloc n, depend du
mouvement de ses voisins immediats ( n+1 et n-1) :

la perturbation se déplace de proche en proche, il
s'agit d'une onde mécanique, qui se propage le long
de la chaine de blocs.



Equation du mouvement du nieme bloc

X, +2w?X, — w* (X1 + Xpeq) =0

Equation du mouvement du premier bloc ( X, = 0)
).(.1 + 2(1)2X1 — (l)z(XO + Xl) —_ O

Equatlon du mouvement du dernier bloc :
Xy + 202Xy — w?*Xy_1 +X,01) =0



Limite continue

On s’intéresse a la limite N grand et L, petit,
soit F (X, t) telle que
F(nLy,t) = X,,(t)

= Xn+1(t) = F((nx1)L,, t)

F(nL t)+aFL +162F L?
At T ¥ T'e] I
X=nlg X=nL
0°F(X,t)|
= 2Xp —Xp1 —Xpt1 = — 9 X2 L5




0°F(nLo,t) 5, *F(X,0)

L = (
0t 2 O 9x2
X=nL0
1 0°F(X,t) 1 0°F(X,t) 0 «
w2  9t2 k2 9x2

Ko - . 1
avec w? = ﬁo ou w est la pulsation et k? = —, k est le nombre
0

d’onde (en cm -1).
0°F(Xt) k% d°F(X,t) _

0X?2 w2 otz
k? 1

—= == ou c est la vitesse de phase

0,

0%F(X,t) 1 0%F(X,t)

0X? c? 0t? 0

D’ou I'équation d’'onde :



Solution de I'éguation d’onde :

Soit G(z) une fonction, qui dépend d’une seule
variable z et ¢ (x, t) une fonction qui dépend des
deux variables x et t:

9 Yy
~G(p(x,0) = G2
i ~ 2 . A2
%G(Qb(x, t)) =G (aa—(f) + Ga ¢

dt?

0?2 v (0 2 . 92
== G(p(x, 1)) = G(a—ﬁ) +Ga—X"2’



L 10%6(e(xt)) 1 0%6((xt) _

w? ot? , k> 0X?2 ,
1 s (00 . 52¢ 1 (2 (0@ . ach
= E(G Go) + Gﬁ) _E(G (Gx) + Gm)

e e ==
Si ¢(x,t) =wt+kX =

s =) =1

2 2
0%p _ 9% _ o

otz  9x2




La solution générale de I'équation d’'onde est :
F(X,t) =G, (wt + kX) + G_(wt — kX)

G, et G_ sont deux fonctions C# arbitraires.
Rappel : la solution générale d’'une équation
différentielle d’ordre n contient n fonctions arbitraires.

Solution
On pose X,, = A, et
. K,
Xn + M (2Xp —Xpno1 —Xpp1) = 0=
“N2A, + 202 A, — (A, + A ) =0




/12
— Apy1 =2An —Ap-1, =1 Y
Ay, =264,

Ays1 =0 etAy = 0: car la chaine est fixée aux extrémités.

__sin(n@) _
= A, = () A, B =cos(0)
-1
Preuve : on pose: f = qug
q-q~* .
n = 1, A1 — Al — Al vral

q—q~1

2_ 2 1 -1 1_,4-1
n=2 4, =(q+q D4, , = +d e g )=q+q_1vrai

q—q~1 q—q~1



Supposons le résultat vrai pour A,, et A,,_4
(@"—q ™) @ '=qg'™)

_ —1
Apyr =@ +q77) P P Ay
Apyr (@"1=q@™ 1Y) sin(né)
— — —
Ay q—q " sin(6)
sin(n@) .
= X, = AetMt
"= sin(g) ¢
km

Or Xy+1 =0 =>sin((N + 1)8) = 0= 6 =~



/12

k
1— 2—(%2 — COSQk
: km
Or cos8, =1 — 2sin? 7") et O =~
1 = 2 k =
o = 20sin(rmN g

D’ou les modes propres sont :

Kk _ sin(n@y) At 1
X, = Sin(8:) ek’ k=1, ..., N+1

Pulsations propres :

_ k =
/lk=2wsm<(N+1)E),
~ km
(N+1)

Ok



Modes propres:

nLoTC

F,,(nLy, t) = sin (k Lo(N+1)

)e“kt,L = Lo(N + 1)

: k m k m kwm
avec A, = 2w sin ((N+1) E) N 20 S = ey G N+1

est >>.

LoN+1D) | L, = ¢

_ TlL()T[ Lkt Wlom
= Fi(nLy,t) =sin| k e

kn

= F,,(nLy, t) = sin (k nLLon) eI car l=L,(N + 1)

. km
= F;(x,t) = sin (x T) e''r

- kr ot KT _ictk™
= F(x,t) = Z sinx — (Akewt L +Bpe 'L )



4-2 vitesse de groupe , vitesse de phase et conditions aux limites

1 0%F(x,t) B 0°F(xt)

Equation d'onde :— —5 ™

0

2
\ . . . w
D'ou la relation de dispersion : — — k? =0 = w? = k?c?

Les modes propres :

¢]i,_k — eti(wj(k)t—kx)

¢ (x, 1) = pF(x + 1,0) = pF (x, £ +T)
Avec A = Z?n: longueur d’onde et 7: période



D’autre part,
ql)]i‘k(x + Ax, t + At) — pti(wjt—=Kx) ,ti(wjAt-KAX) _ ¢ji,_k(x’ t)
Ax ﬁ .
il vitesse de phase

Vitesse de groupe ;

0w ; ] i
—J jussi | C’est la vitesse de

Le rapport 7 a les unités d’une vitesse et — P

groupe, mais que mesure —t-elle ?
Pour Ak petit quiTkJrAk(x t) = ett(@jletAi)t=(k+Ak)x) ~

aw

p Ti(wj(K)t—kx) , LAk (- Lt—x)

aw

Ak t —X \ , .
=sle terme e A (Gt correspond a une onde se déplacant a la
dw ;

s )

vitesse :
0k



Vitesse de groupe

Soient deux ondes progressives

¢1 = cos(wt — k1x), w; = w(k;)
¢, = cos(wyt — kyx)

= ¢1 + P,
_2 (1)1+(1)2t k1+k2 (l)l_a)zt kl_kz
= 2C0S > > x |.cos > > X.
. w1 + Wy . w1 — Wy
~ | onde de vitesse .| onde de vitesse
ki+k, ki —k,

Ce dernier facteur est I'enveloppe
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Section 4.2.1 : conditions aux bords/limites
Les ED doivent étre accompagnées par des conditions aux
bords /limites pour avoir une solution bien définie :

Dirichlet: F(a,t) = a, F(b,t) =, x € |a,b]
OF OF
Neumann: a(a, t) = a, a(b, t) — IB

Mixte : mélange !

Il est évident que si F; et F, sont les solutions de |'équation
F,(a,t) =a, F/(b,t)=2
F,(a,t) =0, F,(b,t) =0
Alors (F; +F,) est solution de I'ED avec les conditions aux bords
vérifiées par les premieres équations du systeme ci-dessus.

differentielle linéaire telle que {



Commencgons par I'étude descas: a = =0

On considére ¢ (x,t) = ?’zlrnel(a)jt—kx) + 5,0 i(@jt=kx)

On veut résoudre pour 7;, et s, !

N N

— ¢k(a: t) — e_lkaZTnelet 4 elkazsne—let =0

j=1 j=1
Equationd'onde : w; = —w, = w(k), (N =2)

r = _SZeZLka
= 2ika
rz — _Sle
2ikb
. Tl = _Sze
Mais ¢, (b, t) = 0 & = o 2ikD
2 = —§51€



— eZik(b—a) -1
nm

b—a’

= ¢, = sin (;_—na (x — a)) (Anei“)t + Bne‘i“)t)

=k, = ne’z

av = W (n—n) = w(n)
ecw=w(,—|=

- Sin( i (x—a)) (A, et + B e~tt)
= F(x,t) = z b—a " n
n=1 (série de Fourrier)

F(a,t) =F(b,t) =0
Mais il nous manque une solution particuliere de I'ED avec :
F(a,t) = a(t) et F(b,t) = B(¢)



Or de telles solutions dépendent trop de I'équation différentielle (ED) !
Par des arguments similaires, les conditions de Neumann homogene

donnent :
ni

F(x, t)—z:sm( _a(x—a)) (A e'®t + B e™wt)
n=1

- série de Fourrier

6F] OF

0x 0x
X=a x=b



Section 4.2.2 : conditions initiales
En plus des bords en x, il faut donner les conditions aux bords en t (les
conditions initiales) :

(F(x,0) = f(x)
{0F (x,0)
P g(x)

En supposant la solution:
F(x,t) =Y, Sin (:_—na (x — a)) (A et + B e~tt)
On veut alors résoudre :

(1) i Stn (brira
n=1

(2) Z Sin (bn_na (x — a)) (iwA,, —iwB,) = g(x)
n=1

(x=@)) Ay +By) = f(x)

\



Recherche des A, et B,:
Multiplions I’équation (1) par Sin (:LTZ (x — a)):

(1)Sin (bniﬂa (x — a)) z Sin (bn_ﬂa (x — a)) (A, + B,)
n=1

_ Iy mrit ( )
= f(x)Sin o —a
Intégrons entre a et b:

()= ¥, f; Sin (:Tna (x — a)) Sin (;’i—z (x — a)) (A,, + B,)dx
b

_ f Sin (b"i”a (x — a)) fo)dx




(b—a)

. b .. .
Proposition : fa Sin (:_—na (x — a)) Sin (;’i—z (x — a)) dx = x Onm
5. = lsin=m
mm 0 sinon

()= Y74 f: Sin (bnTna (x — a)) Sin (;i—z (x — a)) (A,, + B,))dx

b

, mm
= jSm (b — (x a))f(x)dx
a

o) b
= Z b . D (A + By) = f Sin (b"fra (x — a)> Fx)dx



b
f Sin (bn_na (x — a)) Sin (bnina (x — a)) (iw, A, —iw,B,)dx
: b
— f Sin (bnina (x — a)) g(x)dx
b
b ; . iw, (A, —B,,) = fSin (bnina (x — a)) g(x)dx



¢ Neumann
0o nn iwnt —lwnpt
En supposant : F(x,t) = )., C0S (ﬁ (x — a)) (Apet@nt + B, e~t@n )

( F(x,0) = f(x)
40F(x,0)
5 —9(X)
Et en utilisant ff cos (;_—na (x — a)) cos (% (x — a)) dx = (b;a) Omn

Ona:






Exemple : corde pincée

On veut résoudre I'équation d’'onde :
1 0%F(X,t) 0°F(X,¢t)
2 oz oaxz )

Avec les conditions initiales : F(0,t) = F(L,t) =0

x six <L/2
(1) F(X»O):{L—x six=>1L/2

0 1 [ X




= F(x,t) :Zn 1Sln(nnx) (A el®n t_l_B e lwnt)

nm
avec wp = |-

(2) = A, =B,
L

2
(1) :An+Bn:—f —x F(x 0)d x
0

I
~ DN
—

4
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>
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8
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=
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L
2
f - /nm
Sm(—x).xdx=
L
0

8L

A, + B, = 22

L
L nm F nm
——|cos (—x)] +fcos (—x d
nitt L 0 L
0

(LY o (2]

N T~

nmr  nm
SinzrsinT =0 sin=2k+1



A, + B,

B 4L ., (kT N T\ (k N n)
T @k+ 02z \2 ") T TR
. o (km m\ : T\ k
Avec sin (7 + Z) = - etsin (kn + E) = (—1)
A, =B, = LD 2k + 1
- — = s
Tt 2k + 1)2m2” .

Finalement :

F(x,t) = Y=o (:lf:)lz); sin ((Zk +1) nTx) cos (a) ((Zkzl)n) t)




Section 4.2.3 : conditions aux bords inhomogenes
périodiques
Considérons le cas ou

F(a,t) = a(t) , F(b,t) = B(t)

et a(t+7ty) =a(t), PBt+71)=p()
C’ad a est périodique de période 7, et f§ est périodique
de période 1,

On applique le principe de superposition, on pose
F=F,+ F,ou
F,(a,t) =a(t) , E,(b,t) =0
Fp(a,t) =0 , F,(b,t) = B(t)

33



On commence par Fg:
On sait que la condition en b (F,;(b,t) = 0) implique que la
solution est de Ia forme :

E,(x,t) = 2 Sin(k(b — x))(A oWkt 1 B e‘“‘)kt)
Avec F, (a t) = a(t)

= z Sin(k(b — a))(Akei‘”kt + Bke_i‘“kt) = a(t)

Or,a(t+1,) = a(t)
at=0:a(0) = a(r,) =

Z Sin(k(b — a))(Ak + By,) = z Sin(k(b — a))(Akei“)kTa + Bke‘i‘“kfa)
k=0 k=0



Par identificatio, ona :
Ay + By = Ape'®k"a 4 By e '@kTa
— Ak(l — eiwkra) — Bke—iwk’[a(l _ eiwkra)

soit A, = Bje '®kta
d'ou B} = A;et®kta

i(l)kTa
Posons [, = 24,e 2
( Fk lWigTq
Ak: 7 e 2
=5 .
Fk lWkTa
Bk: 7 e 2




Tq Tq
= Ape'®kt + Bpe~ @kt = %(elwk(t__)+(e lw"(t_7))

= I}, cos(w(t — %a))

— cos (a)k (- %)) = COS( (e Tza))

car a(t) est périodique de période T,

T, T
— cos(wy t) cos (a)k > ) + sin(wygt) sin (wk Za) =

Ta . . TCl
cos(wyt) cos (wk ?) — sin(wyt) sin (a)k 7)

T 2N

—a)ZO:)a)kz

— Sin (wk
Ta



E,(x,t) = Zn: z;lgllizgllj : 233 (aycos(wyt) + b,ysin(wyt)) (a justifier)

k, telque wy,(k,) = 2ne

Ta

z(

) = a(t)

) a(t)dt

ﬂlN

e~]|[\J

) a(t)dt



Ex1:a(t) = sin(w,t)

p— Ta - —
wa
2m
Wq
_ 2wq

= a,= Er cos(nw,t) sin(w,t) dt = 0

2w,

2T
0

b, = sin(nwgt) sin(wgt) dt = 6, 1

sin(k(b — x))
sin(k(b — a))
K est tel que w(k) = w,

— Fa(x; t) —

sin(w,t)



EXE2:a(t) =t
figure

wk)=w, =k, 1,=1

a, =2folcos(2nnt)tdt: 1sin=0et0sin#0

1

1
b, =2 f sin(2nmt) tdt = —%
o
1 sin( k,(b — x)) —1
= F,(x,t) > =+ n=15in( (b — ) (Znn)sm( nmt) dt



Section 4.3 Ondes en milieux semi-infinis

Figure + 2 eme loi de newton
On considere une onde transversale se propageant le
long d’une corde, le long de I'axe des x positifs (x=0 a

I"infini).
1 0%F(x,t) 0%F (x,t) 5 To .

‘ — ‘ — = — T |
YT ™ 0 x>0,c , ou o estla

tension de la corde (en N) et u sa masse linéique en
kg.m™ 1.

Figure P45

La solution générale d’une telle équation différentielle

est donnée par:



F(x,t) =G.(ct+x)+ G_(ct —x), G, et G_ sont des fonctions
arbitraires ou G est 'onde qui se propage vers les x décroissants (vers
mois I'infini) et G_ est celle qui se propage vers plus l'infini.

Admettons que G, est connue : une onde que nous avons générée et qui
se propage vers les x<0.

Pour les conditions de Dirichlet (F(0,t) =0)on a:

F(0,t) =Gy(ct) +G_(ct) =0= G, (ct) = —G_(ct)

= F(x,t) = G, (ct +x) — G, (ct — x), G, (ct + x) étant 'onde incidente
et G, (ct — x) est 'onde réfléchie.

G_(z) = RG,(z), R est le facteur de réflexion de 'onde incidente, R=-1 il
s'agit d’une réflexion dure (extrémité fixe).



9F(0,0) B

Pour les conditions de Neumann : (

a:
G (ct)—G'_(ct) =0= G, (ct) = G _(ct)
= G_(ct — x) = G, (ct + x) + Constante
Cette constante est nulle si la corde est au repos.
— R =1 > 0:réflexion dure
Si on suppose plutot des conditions hybrides :

aF(t,0) + B aFg;’ t)] =0
x=0




Il est alors plus difficile de répondre. Prenons par
exemple
G,.(z) = A.e™? G_(2) = A_e'*?
(Go(ct +x) = A, e'KetHkX) quec ke = w)
= aA, + PikA, + aA_ — PikA_ =0

—y a + Pik
- T —a+ Bik
a+ pik  p?k? —a? afk

= R, = = — 21
k= o+ Bik BZkZ+a?  “'BZKkZ + a?



EXE:a =8 =1

P k? —1 2ik k

- — —

KTk2r1 k1

= si G,(ct + x) = sin(wt + kx) = Im(etket+kx)y oy = k¢
2

= G_(Z)2= PR sin(kz) — 2k 7 1 cos(kz)
k< —1
_ — — 1 — — 7 _
G_(ct — kx) e 1sm(a)t kx) kk2 n 1Cos(a)t kx)



Section 4.3.1 : Interfaces entre milieux semi-infinis

On considere deux milieux semi-infinis se rejoignant a une interface :

e Le domaine 1 (D1) correspond a x = 0, dans lequel les ondes se
propagent a la vitesse c;.

e Le domaine 2 (D2) correspond a x < 0, dans lequel les ondes se
propagent a la vitesse c¢,.

Les ondes F; et F, qui s’y propagent satisfont les équations d’ondes :

1 0%F;(x,t) 62F1(x,t)_0 ot 1 0?%F,(x,t) 0%Fy(x,t)
c14  Ot? axz cy2  Ot? axz

0

6F1(x,t) . an(x,t)

Avec F; (O, t) = F, (O' t) et Ix |ly=p 0x lx=0




Dou  F;(x,t) = Gi(cit +x) + GL(cit — x)
Bt F(ct) = G2(ct + x) + G2(cyt — x)

On s’intéresse au cas particulier ot G1(c it + x) est

connue et G2(c,t —x) = 0,

c’est-a-dire que l'onde incidente qui provient de

+ 00 : G1(cqt + x) est connue. Elle donne lieu :

e A une onde réfléchie (en x=0) : G1(c t — x), qui
retourne vers +0oo

e Et une onde transmise qui se dirige vers —oo
: G2 (cyt + x).



Exemple : G1(z) = Ae'*1?, G1(z) = Age' 1% et
G2 (z) = Apelke?

La continuité de I'onde en z=0 impose:

Gl(cit) + GL(cit) = Aet®1t + Apel®@it = A el®@2t
w, = 1k, et wy, = cyk,

= (A4 Ag) = Apet(@27@)t

Les trois termes Ap, A7 et A sont indépendants du
temps= wy, = w1 => A+ Ap = Ar



axG}_(Clt + X) + 6xG}(C1t — .X')‘ ) — Aikleiwlt _ ARl'kleia)lt
X=

— ﬁxG_,Z_(czt + x)| — ATikzei“’Zt
x=0

ky  A—Ap (a)

k c
W- =a)1:k1C1 =k2C2 :k_;zé (b)
© A+Ag=Ar=>"T=1+F
Les trois conditions a, b etc =
( Ap 3 — ¢ , :
=—= est le coeff. de reflexion
< A o+
Ar 2C5 L
T =—= est le coef f. de transmission
\ A o+




Remarque :
Si les milieux sont dispersifs, on peut faire la méme chose.

Sic, >c¢y; ,R >0 = c'est une réflexion molle !
Sic, < ¢y ,R <0 = c'est une réflexion dure !



Section 4.3.2 : Bord inhomogeéne

On considere le cas d’'une source immobile a l'origine, ¢’a d on a
la condition aux bords : F(0,t) = S(t)

'axe des x est considéré comme deux milieux semi-infinis, se
rencontrant en x=0.

s F(xt) = Gi(ct+x)+ Gl(ct—x) x=0
" GE(et +x)+ G (ct—x) x<0

On suppose que S est la seule source d’'ondes, donc pas d’ondes
provenant de I'infini : Gi= G%= 0, d’ou les conditions au bord :
G2(ct) = S(t) = G1(ct)



rGJE(ct +x) = S(t +§)
4

Gl(ct —x) =S(t —%)

\
( X
S(t+—) pour x <0
= F(x,t) = < "
LS(t_Z) pour x = 0

F(x,t) = S(t — %)

Dans le cas ou la source est en mouvement, posons F(V.t,t) = S(t)
ou V. est la vitesse de la source.

|G_(ct —x) six =Vt
= Flxt) = {G+(ct +x) six <Vt



= G_((c = V)t) = S@) = G4 ((c + V)t)

( ct — x
G_(ct—x)=S( )
c— Vs

Go(ct+x) =S ct + x
HeE T A= c+V

=

\

EX S(t) = sin(wpt)
onde se propageant vers les x croissants

= G_(ct — x) = si X
_(ct — x) = sin ch—VS

wot WoX
G_(ct—x)=sin( OV — )
128 c—V
C




— onde de pulsation w = Ve

et de longueur d'onde A = A5(1 — Ys

C

G.(ct +x) = si ct +Xx
+(ct +x) = sIn woc+VS

_ Wot Wog X
=sm< V+c V)
’s s
1+c 1+C

= onde de pulsation w = “)I",S et de longueur d'onde 1 = 4,(1 +%

1+-2
c

C’est I'effet Doppler
Remarque : wgdy = 2mc = Aw =les deux ondes ont la méme vitesse
de phase, c.



Section 4.3.3 : interface massive

On considere deux cordes semi-infinies, de densité
linéique de masse et u,, s'étendant chacune sur l'axe
des x de part et d’autre de l'origine. Au point x=0, elles
sont attachées a un anneau de masse m libre de glisser
sans frottements le long d’une tige verticale :

Fifure 1



On considere une onde ¢; arrivant de —oo (se déplace vers +)
et on veut connaitre I'onde réfléchie ¢, et transmise ¢;.

On suppose que les oscillations transversales de la corde sont
dans le plan de la tige :

Figure 2 :

On suppose que ¢; = A;etkilcit=x) ¢ = A etkilcit+x)
b, = Ateikz(czt—x)
L'onde doit étre continue en x=0 :
Alelkl(clt) _|_ Areikl(clt) — Atelkz(Czt)

Ar At
:k]_Cl:chZ, 1+A_l:A_l



Or I'anneau a une masse non nulle, la dérivée par
rapport a x n’est pas nécessairement continue !!

EX:siM — oo, l'anneau est immobile

= ¢1ot(0,t) =0=A4;, =0 A, =—4;
=il nous faut I'équation du mouvement de lI'anneau !
= on doit connaitre la force exercée par les ondes sur
I'anneau.
Approche intuitive :
La déformation ¢ (x, t) est homogene a une distance



dp(x,t) distance
— —

dt temps
dp(x,t) distance

dx  distance ]
Si @ est petite, on s’attends a ce que ‘F‘ soit proportionnelle

a g
Or ‘13
(densite linéique)vitesse
0¢p(x,t) 0p(x,t)__,
ox PR W

= pitesse

= expression sans unité

. . L

s'exprime en N soit M. = =
T

2

= F = (auc?



Si on considere une onde ¢(x,t) = G4 (ct £ x)

= ﬁi = (Buc?® £ auc*)Giu, = (B + a)uc*Gii,
e uc? =T, :tension de la corde.
e (f+ a)=coef. sans unités.

e / =uc= T: impedance de la corde.
_(ct—x)2
Considérons lecas: ¢p(x,t) = Ae 2 figure 3

0 _(ct—x)*
— = (ct —x)A 2
P (ct — x)Ae

0 _(ct—=x)*

FTie —c(ct —x)Ae 2

= F = —Zc—> 09 _’y (fin de de cet exmple)



Dans le cas de I'anneau, on a:

Bx dx
= —ic;Z{(—k{A; + k{A., )e‘kl(clt)u

A,
—_ _iC]_ZlklAi <1 — _> elkl(clt)uy

N dp; aqb .
Fgauche = =210 ( l T) .Uy,
x=0

A;

2 0y q

Faroite = —C224 (E>x20 .Uy

— iCZszzAteikz(Czt)ﬁy
2<15

62
s -
anur?hp - Fdrnifp — Ma

Ma = —(kzcz)ZMAteikz(CZt)ﬁy =



A
— —izlklAicl (1 - A_T> — iCZZZkZAt — _(k2C2)2MAt

l

AvecA—’f:R, A =TA;  kco =w =
c,Zk w 2
(1—R) — 22227 = —j MT ,car1—R=2-T
c1Z1kq Z1k4
= T = 2 R = Clzlkl Clzlkl
2 , 2
1_|_CZZ2k2_|_l.a) M 1+C222k2+iw M

SVALS Z1kq c1Z1kq c1Z1kq



Remarque :
: ¢, .
On peut ajouter un terme («a E) a la force, sans changer les

équations du mouvement :

2 (3 0P\
S|F—(aa— E)uyz
iZkiciA;(1 —R) +iwa(A; + A,) — (ic,Z,k,A; + iwA;)=...



Section 4.4 : Ondes et énergie

On considere les oscillations transversales d’'une corde
de densite linéigue de masse u sous une tension T,.
On se propose de déeterminer la quantité d’énergie
transportée par de telles ondes.
L'énergie est homogene a .
E « masse(vitesse)*=
La densité linéique d’énergie cinétique est donnée par:

.1 « (densité linéique de masse)(vitesse)?



Posons la densité d’énergie sous la forme :
¢ = auRéel (%—f)z + Buc®Re (gd)) + )//,tcReel( )Reel (6x)
€ = 2Q&iper T Zlggpot + yuc(?)
Signification du terme yuc(?)
Onavuque —Z — P _ = force exercée par la corde=

(2)(2) - (2)(+29)

(22)(22) -
YEE ot ) ox
a¢) est une force

) . [0 )
Expression ou (—¢) est une vitesse et (—Z
ot 0x

Or force x vitesse = puissance



= P(x,t) = —Z ((Z)) (gi) on ne considére que

la partie réelle de ¢.

Z (0d\° cZ (90’
© 7 20(615) T 2 ((’)x)
Le premier terme est égal a I'énergie cinétique et
le second terme est égal a I'énergie potentielle.




EX: ¢(x,t) = Asin(wt + kx), w = ck

Ecinet = 5 (—wAcos(wt + kx))?

/
Epot = 2 (£kAcos(wt + kx))z — Ecinet

P(x,t) = —Z(a)Acos(a)t + kx))(ikAcos(wt + kx))

w
= iZT (cos?(wt + k)A? = +ec

P >0 ondeversx >0
P <0 ondeversx <0



Section 4.5 : Ondes vectorielles —Les ondes
électromagnétiques (OE)

Les OE sont des ondes vectorielles (E, B)
l-Introduction:

L'électromagnétisme est fondée sur les quatre équations de Maxwell et la force de Lorentz.

Le champ électromagnétique est solution des quatre equations locales ci-dessous dont la justification,
I'interprétation et le contenu physique feront I'objet de ce paragraphe.

Les quatre équations de Maxwell :

Roif = =28 RoiB = pof+ oo 2L
OlL = 9t Olb = Ho] Eoﬂoat»

divE = P et divB =0
€0



Sur le plan historique, chacune de ces quatre
équations a ete etudiee séparement et a permis de
rendre compte d'un phenomene physique donné.

Maxwell a eu I'idée de les considérer comme un
ensemble indissociable.

Constantes et unites

Uy est la perméabilite magnetique, elle caractérise la
faculté d'un matériau a modifier un champ magnétique.
gy estla permittivité du vide.

1 . . .
Cc = est la vitesse de la lumiere dans le vide

A/ MOEO




Obtention des équations de propagation du champ EM :

On calcule le rotationnel de I'équation de Maxwell-Faraday :

) __,0B  0RotB
RotE = —— = RotRotE = —Rot — = —
., ot ot ot

Or RotRot = graddiv — A

avec
2D - GL_?) . 2 p
RotB = ugj + golto — et divE = —

ot €0

P = 0 > OF
= grad o —AE =— 5 (1oJ + €olo E)

—|

0°E 1 —

C’est]’équation de propagation du champ electrlque.

Soit, finalement : AE — Eolo



Pour la propagation du champ magnétique on a:
M.A : R—O£§ — ,Lloj)"' EolUo aa_f

On applique l'opérateur rotationnel a M.A :
Rof( Rofﬁ) = grad(divﬁ) — AB

— a e
= Uy Rotj + eo,uoa(RotE)

Or Rotﬁ —
ot

d’'ou I'équation de propagation du champ magnétique

. 0%B .
AB — golg FI —HoRot)



0B

Avec RotE = ——
ot

d'ou I'équation de propagation du champ magneétique :
02B —
AB — gopig 372 —HoRotj

2) cas particulier de la propagation du champ électromagnétique
dans le vide sans charges ni courants :

p=0etj=0 dou:
62

AE—EOﬂOaz 0

et

62
AB—Eoﬂoaz =0



Exemple : cas d’une onde plane- Structure de I’'onde plane uniforme
E = Eyexpi(ot — k7) et B = Byexpi(wt — k7)

L'onde plane progressive sinusoidale doit également satisfaire le théoreme de
Gauss.
En absence de charges électrigues p =20

On montre pour une onde plane progressive sinusoidale :
VE = —ikE =0
Soit encore  k.E =0
ce qui revient a dire que le champ électrique E est perpendiculaire a la

direction de propagation donnée par le vecteur d'onde k.
Le champ électrique est dit transversal.



L’'onde plane progressive sinusoidale
doit également satisfaire I’équation de
Maxwell-Faraday

9B

— E: YD
VA 5

On montre pour une onde progressive
sinusoidale :

V= —ik
d’'otl —ikAE == —iwB
On en déduit le champ magneétique

-  kAE
B = — et w? = c? k>

72



Les propriétés du produit vectoriel, nous
permettent de déduire que:

- Le champ magnétique est perpendiculaire au
nlan forme par les vecteurs (I_c), f) .

- Le champ magnétique B d’une onde plane
progressive (OPP) est transversal, c’est-a-dire
perpendiculaire a la direction de propagation.

- Le triedre (E, B, k ) est un triédre direct.



Section 4-5-1 : Polarisation

— 2 — 2 —> -
AE_goﬂoat_E: O, AB_golJlOat_Bzo Et V/\E: - =

Considérons une OE plane (OEP) se propageant suivant
les z croissants :

E = Eyexpi(wt — k#) et B = Byexpi(wt — k7)

—

N
L’équation de Maxwell-Gauss dans levide:et V.E = 0 —» —=x 0

E, FE, E. _
& & &

77— 7 —
%=—ik (Egﬁz) expi(wt—kz)=0- REU =0 k= k:gz = E, est dans le plan XY

— Une onde géneérique s’écrit comme une superposition arbitraire de :



e Une onde polarisée suivant i, : u, expi(wt — kz)
et
e Une onde polarisée suivant u,, : u, expi(wt — kz)

De facon générale :

o Ecp = (i, +it,) expi(wt — kz) Circulaire droite
o FEro = (U, — iu,) expi(wt — kz) Circulaire gauche

Application : Lunettes 3D

Les deux composantes d’'une onde lumineuse sont indépendantes

= On peut projeter une image différente selon chaque polarisation,
puis mettre un filtre ne laissant passer qu’'une seule image sur chaque ceil.



Section 4-5-2 : Enerqgie/ Impulsion
£.m = densité d’énergie électrique + densite d’énergie magnetique
Considérons dans le milieu, un volume limité par une surface (S).

BZ

£ =1(e ReE? + )
em 2 0

Ho

On peut comparer avec I'expression de I'énergie, d’'une onde sur une
corde

£ = zic (Z—f)z + % (g—i)z (slide 64)

Le premier terme est égal a 'énergie cinétique et le second terme est égal a I'énergie
potentielle.
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