Chapitre 2

N v
Oscillations forcées et résonnance e, |
i i - \\‘\\\\‘\\\\\\;\ \\?;\\\ (x)
2.1 Oscillateur amorti : % >

On considere le méme systeme masse-ressort horizontal, mais
avec un coefficient de viscosité dynamique L.

On établit 'équation différentielle du mouvement :

Systeme : point matériel de masse m se déplacant le long d’un
axe Ox, dont 'origine est fixée au niveau de |a position a
I’équilibre du point matériel,

Référentiel du laboratoire considéré comme galiléen,



Bilan des forces :

a force de rappel : —kxu,

a force de frottement fluide : —mI'xu,
e poids est compenseé par la réaction de I'axe.
Application du principe fondamental de la
dynamique, projete sur I'axe OXx :

mx = —kx —mlx =

et L 2 , Kk
X+Ix+wigx=0 aveca)(,:E



I’équation caractéristique associée est :
r2+ I+ wi =0,

A=T?—4w§
—Fi\/Fz—Ang
les racines de celle-cisont : ry = >
[ [2 ,
T_|_ - — = i - T (1)0
- 2 \ 4

Les solutions de I'équation différentielle sont de la
forme: x(t) = Ae™! + Be™!



On distingue trois régimes :
Cas sur-amorti :

r ,
- = Wo = Ty sontreels

r [2 2
r =—-1 |[——w; <0
+ > T 72 0
les deux exponentielles (e"*t et e™ t) sont des fonctions

décroissantes.



Cas sous-amorti:

Les racines de I'équation caractéristique sont
complexes :

la solution de I'équation différentielle est donnée par :

x(t) = e_gt(A’cos(a)t) + B'sin(wt))



le réegime est dit pseudopériodique de pseudopériode T égale
a la période de la partie périodique:

FZ
T = 2nw avec w? = w} -

décroissance exponentielle
X0 e __— de 'amplitude
h. d.__.--"'

) oscillations




Cas critique :

T )
A=050|t5=a)0 d'ou :

La solution de I'’équation différentielle est donnée par:

r
x(t) = e 2'(A + Bt) = pas d oscillations



X | aperiodique

x(0)=x,

pseudoperiodique (0) =wp



2.2 Oscillateurs entretenus

Soit un oscillateur auquel on applique une force externe parallele a I'axe

Ox: f(t) = f(t)ily

'équation du mouvement devient :

t
* mjc'+kx+mF5c=f(t):5&+F9’c+w§x=%

Supposons que f(t) est périodique de la forme : f(t) = fycos(wyt) ou
w, est la pulsation d’entrainement.



Remarque:
Si x’(t) est |la solution particuliere de * et y(t) est la solution

de I'équation homogéne de * (j + Ty + wgy = 0 *x)

= x'(t) + y(t) est solution de *

= la solution générale de * est x'(t) + y(t)



En notation complexe
Soit f(t) fafonction complexe associée a f(t): f(t) = fye 'wdt

si Z(t) +Tz(t) + w§z(t) = % *%

= Re{z(t)} = x(t)
Posons z(t) = Ae~'wat
(t)

kokk = —a)flz(t) — iTwyz(t) + wiz(t) = 7’:

wkx = (—wh — iTwg + w5)A = % d’ou

% fo ( 1 (w3 — w3 + iFwd))

T (w2 — iTwg + 02)  m\(wi—w? —iTwg) (Wi—w} +iTwg)

A

A:fo( wi — w5 + iTwy >

m\ (0§ — w3)?+ T wg)?



A=

fo( wi — w5 + iTwy )

m\ (0§ — w5)?+[Twg)?

Re{z(t)} = x(t)
fo [ (wWé—w3)cos(wgyt) Twysin(wgt)
m ((wé —wg)?+([Twg)?  (w§ - wé)2+(rwd)2>

x(t) =

fo ( (w5 —wg)

= Amplitude élastique = A
m\ (w5 — w§)2+(Fwd)2>

fo( Fwg

= Amplitude absorbante = B
m\(wg — w?z)2+(l“wd)2)

= x(t) = Acos(wyt) + Bsin(wyt)



Résonance :

Si wg = w3,
Alors x(t) = —

fo
W

m—— sin(wgt)

Si ['est petit, I'amplitude de x(t) est alors tres grand !
Ce phénomene est la résonance en amplitude.
Le travail de la force f(t) durant I'intervalle de temps [t4, t,] est:

We, e, = fttlz P(t)dt ou P(t) est la puissance.

P(t) = f(t)x(¢)

P(t) = fycos(wyt) (—Awy sin(wyt) + Bwgcos(wyt))

P(t) = —Afywg cos wyt sinwgt + Bfyw cos?w 4t



. 1 .
Le terme : cos wyt Sinw gt = ESlTldet

oscille entre + et —

Le terme : cos?w t est toujours positif.

T
t+§

f sin2watdt =0 ouT estlapériode
t
t+T
Wi+ = Bfowq |, cos?wqtdt = Bfym
La puissance moyenne sur une période :
Wi

< P>= ZFT:Bﬁwd
soit

2 2
<P>=ﬁ( i )

m \(wi-w3)?+(Twg)?
maximum pourw,g = W







Remarque

Pour l'oscillateur amortis :

I’
x(t) = e 2" (4'cos(wt) + B'sin(wt)

La demi-vie de x(t) :
Le temps au bout duquel 'amplitude de x(t) est divisée par 2.

(] \ 1 [ \
Ce temps est proportionnel a - la largeur du pic a la

résonance est inversement Proportionnelle au temps de vie
de l'oscillateur.



APPLICATION
Un appareil fragile de masse m repose sur un socle honzontal an moyen de quatre ressorts de
randenr /4. Ce socle est soumis a des vibrations verficales simmsoidales D)= dysmlax) de
pulsation @ et d’ amplitude dy. On note zle deplacement vertical de | appareil par rapport a sa
position d’équilibre z,, et £ le coefficient de frottement. On note z; la position des ressort en
I'absence de la masse m On note G le cenfre de gravité de la masse m On note
U le vecteur unitaire vertical orienté vers le haut.

1. Determuner la constante de raideur k du ressort equuvalent aux 4 ressorts.

2 Donner l'expression de la force Fg,., qu’il faut exercer sur le ressort eguivalent pour le
deformer (variation de longuenr) de Dyt).

3. Fuaire le bilan des forces qui s exercent sur le centre de gravite & de la masse m lorsqu’elle
est efl mouvement

4 Eablir 'equation differentielle du mouvement de ['appareil z{t}l en présence de Ia



L4

Déterminer la position d'équilibre Z.; du systeme en 'absence de vibrations verticales.
Réecrire l'équation differentielle du mouvement en fonction de la variable £=zz, et la
sumplifier en posant g, =JEEf.n*=—f i

m 2m
Determmner la solufion particuliere (régime permanent) de ceite equation en cherchant
Uamplitude de [oscillation Z|t| de 'appareil sous la forme complexe - Z'(t) =

E( Lt

- i 8
Z,el@t+®) on g alors sin(wt) = ' “" 2. Déternnner I, et .

Calculer le rapport R=273dy caracterisant la réponse du systeme, en I'exprimant en fonction
de la vanable x=avayet du parametre =/ da sous [a forme - R(x) = =

[ x4y 2
4{1"2:'2"’(5}
Mbonirer que Rix) presenfe un maxinmun pouwr & proche de ay lorsque le systeme est
Lasblement amorty (Q == 1) Donner ['allure de Rix).

10. Montrer que R(x) décroit confinument pour Q = % Donner ['allure de Rix).

(y

11. En supposant quel’ = 10 trouver la condiron sur K et @ pour que Rix)<<'1.



les ressort sont en paralléle alors la constante de raideur du ressort
équivalent est égale a la somme des constante de raideur soit k=k

Cetre force est quil faut exercer sur le ressort pour le doéformer de
dysin(wt) soit F,,, = doksin(wt)U

Le poigs:

lLe ressort:

Frottement:

Vibration:

d*z

az= "

(z—29) ———=

P = —mgu
F=—k(z ~ zg)u
7=-f3

Foxt

ext = doksin(wt)i  cette forme se  répercute

f dz +d ks
—pT in(wt)

A l'équilibre la somme des Fforces est nulle :

~k(zeq — 29)t —mgiti = 0 qonc z,, = z, - %9



azz' k. . fdz k
W:—g —a(l +Zeq-20)—;'§?+d0;$ln(wt)
29/ '
%—g= -g —%(Z'%-zo-%g—zo)-}%%-!-do;’;—sin(wt)
ﬂzﬁﬁz'_ig.}.d — sin(wt)
dt? m m dt "m
2 k. fFar k |
t—2Z' + ——— = dy—sin(wt)

dt? ' m m dt
Par identification avec I'équation avec I'éguation

dZ dZ’ 53
E'z— + wgZ + 2a—d—i- = dywgsin(wt)

R T _
O)Q . wo_me?a—'zm



" On injecte l'expression de Z(t) dans I'équation de mouvement. on obtient

alors .
] - T
—MEZQE’{“H‘F} I mgzneffmtﬂp} 4 Zﬂimzﬂeif‘“““m . dﬂ{dge:{mt—}-}
ﬂﬂdh?f.fﬁ' tﬂutpur Ei[mt] oh q qfw *
. ; : E
_mEZHEL{'p} + WEZDE[E'F] + ZHEM,ZHEE{‘FJ — dnfﬂﬁEIE_Z}

2 _i(—=)
dﬂm“e E
Wi — w? + 2aiw

Zﬂgi{ﬁﬂj =



Pour déterminer la phase on doit avoir partie réelle et imaginaire au numérateur,

i(@) dowiel('—g) wh—w*—2aiw domgei('g) 2 2 2
Zye'?) = 2 K g = ; (0§ — 0* - 2aio» )
wp=~w +2aiw wy—w*-2aiw (wi-w?) +(2aw)?
> T
On rappelle que €2 = —i On a donc :

w
dowgei(-i)
(w3 — ouz)2 + (2aw)?

(w5 - wz))

20w

(—i(w§ — w?) - 2aw )

Q= atan(



8. Calculer le rapport R=Z,d, caractérisant la réponse du systeme, en 'exprimant en fonction
1

Ja-r(Z)

2
w 1 1
R = 9 = —

J(w(z, - wz)z + (2aw)? J(l __w_:)z N (Za_;u)z \[(1 —x%)2 + (—5—)2

Wy Wy

de la variable x=q)ap et du paramétre Q=ay/2q sous la forme : R(x) =

9. Montrer que R(x) présente un maximum powr ¢y proche de an lorsque le systéme est
faiblement amorti (Q >>1). Donner ['allure de R(x).

S/ Q>3>1 Ona alors : R =
2
[(1~z:2)2 + (»3)

1

On a bien un maximun pour x=1 avec

N
£« 1

x=0 R=0, X=Q R=max Xz R=0, ce qui permet de tracer l'allure



10. Montrer que R(x} décroit continument pour = H,iih Donner ['allure de Rix).

S/ Qel alors R=- ——— avec %—Ej::ruﬁ ny a donc plus de

-Jl 1+x%+ II{EIE—Z)

maximum car le dénominateur ne passe plus par un minimum pour x>0. R(x)
décroit continumeht.

11. En supposant que ¢ = % , trowver la condition sur K pour que R{x)<<1.

On alors Q=10 on a donc une résonnance, si on veut R(x) alors wy K1 soit

K<<m dans ce cas c'est l'aspect inertiel qui I'emporte rapide pour w> W, = Jg'






