Chapitre 1 : Oscillateurs harmonigues

On appelle oscillateur harmonigue non amorti, tout systeme
physique décrit par une fonction Y (t), qui vérifie
I'’équation différentielle

d?y(t
O 1 w3p() = Wiy

Y (t) est une fonction caractéristique du systeme physique
étudié, elle peut étre une charge éelectrique, une tension
électrique, une intensité de courant électrigue ou une
élongation d’'un systeme masse-ressort.

w, est la pulsation propre de 'oscillateur harmonique :




Dans le cas d’'une corde vibrante ou d'un systeme
masse-ressort Y (t) est 'amplitude des
vibrations et v,,, est sa valeur maximale.

¢ est la phase a l'origine des temps.

wo = 21fy, f, estlafréguence propre de
I'oscillateur.



La solution de I'équation différentielle
precédente est de la forme :
Y (t) = Po + Ppcos(wot + ¢)

Ou y,, et ¢ sont des
constantes, que I'on determine a partir
des conditions Initiales

Y(t) =y, correspond a
une position d’équilibre de l'oscillateur
harmonique.



Un exemple simple:
L'oscillateur harmonigue simple.
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Soit un bloc de masse M posé sur un plan
horizontal, et libre de se déplacer sans
frottement, mais attacheé a un ressort idéeal sans
masse lui-méme accroché a un mur.
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C'est un exemple de systeme a un seul degré
de Liberte.



Rappel:
Un ressort idéal et un ressort qui obéit a la loi de

Hooke : Ep = %k(L — Ly)% = %kx2
avec x = L — L,

Expression dans laquelle k est la constante de
rappel ou de raideur du ressort.
L, estlalongueur de a avide du ressort.
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La deuxiéme loi de Newton s’écrit: F = ma
soit — kx.u, = mx.u,
X+ w’x(t) =0
2

d?x(t d
dt(z ) + w?x(t) =0 ou (@ + w2>x(t) =0

La solution de cette équation différentielle est :
x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) ou A et B sont des constantes que I'on détermine a
partir des conditions initiales :

{ x(0) = Acos(0) + Bsin(0) " { A =x(0)
2(0) = —Awsin(0) + Bwcos(0)  °Y 1 B = %(0)/w




Exemple : prenons x(0) = 1m et x(0) =0m/s =
x(t) = Acos(wt) avec A =1m

{ x(t) = —Awsin(wt)

Remarques :

{cos(x) = cos(x +2m)  _ X (t T %T) = x(t)

sin(x) = sin(x + 2m) n (t n %T) = %(t)
: 2 : L "
aprésuntemps T = f le systéme revient a sa position

[} ] [] V4 ° [} [} 1
initiale, T est |a période des oscillations et =V est leur

fréquence.



. les solutions sont des sommes de fonctions
trigonométriques.
: tous les termes de la solution ont la méme
fréquence.

L'équation différentielle du mouvement de la masse M
décrit un grand nombre de systemes physiques.

Qu’est ce que ces systemes ont en commun ?
Pourquoi les systemes harmoniques sont-ils tres répandus ?



2) propriéteés
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a) (at)—O avecE—zMx +2kx

b) Les équations du mouvement sont linéaires :
SiXy+ w?x; =0 etx;, + w?x, =0 =

(x; + %) + 0%(xy + x,) =0

Si un systeme satisfait les conditions a et b, on pourra le

réduire a un ensemble d’oscillateurs harmoniques simples

et a l'oscillateur hyperbolique : X — w?x(t) = 0



Section I-2 : Linéarité et superposition

Une équation est linéaire si pour toutes solutions
fetg,af + g estaussisolution pour toute constantes
a et L.

Une équations aux dérivées ordinaires (e. d. 0.) est de |la
forme :

SO+ aof @) + ey f(D) +apf(t) +-+-=0 =
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** est dite homogene si S(t) = 0, sinon elle est
inhomogene.

Etudions le cas homogene : sachant que ** est linéaire, ses
solutions engendrent un espace vectoriel.

Cherchons une base, c’est-a-dire un ensemble {f;};—1 .. tel
gue toute solution de ** est de la forme:

n dyi
2i=1]/lfl avec »

On propose comme solution de **: f(t) = e*¢

Or ek = Z,‘fzoﬁ et S(t) =0

n!



** devient :

ape’t + a ket + a,k?e’t + azk3ekt + ... =0
Dol ay+ ak + ak? + azk®+--=0
polynébme d’ordre n en k.

Dans le cas de 'oscillateur harmonique simple :
ay = w?, a; =0 et a, =1 (degré 2)

=Sf+ wf=0 =2r’+w=0=r=+tiw

— |es solutions sont de la forme :
f(t) = Ae'’t + Be~ '@t



Rappel -nombres complexes :
Z =a+ib, Z=a—ib
el = cosO + isin@ formule d'Euler
‘0% i303

_|_

i0 _ ,
eV =1+4+1i60 + > 3]

92 g+ @b 93 >
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= cosO + isinf
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|
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Application 1:

Un pendule simple constitué d’'une masse ponctuelle m
suspendue a un fil inextensible de longueur I. On néglige
toutes les sources de frottements. On note M le centre de
gravité de la masse et O le point de fixation du fil. On
repere |la position du centre de gravité de la masse par
'angle O entre la verticale et |a direction du fil. On écarte
e centre de gravité de |la masse d’un angle 60 et on Ia
ache sans vitesse. On limite I'étude a des angles O petits.




1. Faire un bilan des forces appliqué sur M.

2. Décrire le mouvement du centre de gravité de la masse,
par application du théoreme de I'énergie mécanique,

3. Etudiez le mouvement du centre de gravité de la masse,
par application du théoreme du moment cinétique



K Ug
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Bilan de force, on a:

Le poids : P =mg =mgcos(0)u, -mgsin(0) tg
La Tension : T du fil =T, U,



Le théoreme de I'énergie mécanique :
AE,=travail des forces non conservatives

Dans cet exemple, il n’y’a pas de frottement, alors pas
de forces non conservatives:

AEy=AEc+AED



AEc=1/2mv? avec v=10, 0 est la vitesse angulaire.

AEp=mgh avec h=[(1-cos(0)) dans le cadre de
'approximation des petits angles on a cos(8)~1-62 /2

e

AE,, = ém(ff})z - my!i—_ = ()

dEH
dt

= ml266 + mgléo = 0

d?e (
2 1I i:JDH — U avec lfr}D :‘}—;
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La solution de I'équation différentielle est:
O(t)=A.cos(wyt)+B.sin(wyt)

6(0)=A=0,

0 (t)=—wyA.sin(wyt)+wB.cos(wyt)
6(0)=w, soit B=0

Finalement
0 (t) = Oycos(wyt)
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