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Intégration et Probabilités

TD2 - INTEGRALES A PARAMETRES

APPLICATIONS DU COURS

™ t2

Exercice 1 1. En utilisant le théoréme de convergence dominée, calculer liIJIrl cos(t) exp (—) dt.

z—+o0 Jj T
On pourra poser I = [0;7] et A = [1;+00).
1
2. Calculer lim / %dw. On pourra poser I =]0;1] et A = [0; +o0].
e=too Jo (1 + a2t)3
Exercice 2 .
1
Déterminer lim I(n) = / ﬂdd?
n—r+o0 o (L+az)m
Exercice 3
Soit fp(x) = —1{p;2n)(x). Montrer que (fy,), converge localement uniformément sur R vers une fonction f

que 'on déterminera, puis calculer
+oo

n—4oo 0

Commenter en comparant avec le thoréme de convergence dominée.

Exercice 4
Montrer que la fonction F est continue sur A = [—%; %], puis déterminer sa valeur en 0

1
dt
Fla) = /0 1+ t2cos(xt)”

Exercice 5
Soit la fonction

1 tmfl
F(x) :/ dt.
o 1+t

Aprés avoir déterminer ’ensemble de définition de F', montrer que F' est continue sur son ensemble de
définition.

Exercice 6
Montrer que la fonction F est de classe C! sur R, avec

+oo t
F(z) = In(t? + 2%)dt.
(@) /0 (@ + )

La fonction F' admet-elle un minimum, et si oui, en quel point?

Exercice 7
Soit la fonction F' définie par, pour = > 0,

t+x

Fla) = /07 cos(t) @t

Montrer que F est C*(R%.).
Question BONUS : Déterminer une relation entre F”’ et F. (On ne demande pas de résoudre cette EDO,
méme si c’est techniquement faisable)



EXERCICES CLASSIQUES

Exercice 8
Montrer les deux égalités

+o0o
1
T L
n—+oo Jo tn 4 et e
—+o00 t n —+o0 .
nBI—&I-loo o <1 - TL) 1[O;n](t) ln(t)dt:/o e ln(t)dt.

Exercice 9
Montrer que la fonction suivante est continue sur [0; 1]

F(x):/o rn(t)fdt

Exercice 10
On souhaite montrer la valeur de I'intégrale de Dirichlet

+oo s
/ sin(¢) gt =
0

s
t 2°

On définit la fonction

[t sin(ta)
F(x) —/0 mdt.

1. Montrer que F est de classe C'(R?).
2. En utilisant la méme méthode, peut-on montrer que F € C?(R%)?
3. Appliquer une intégration par parties sur 'intégrale définissant F’, puis montrer que F’ € Cl(Ri).

4. Retrouver le résultat sur R :

" o
F'(z) =— 5o sin(tz)dt.
0

5. Question BONUS : Gréace & une équation différentielle d’ordre 2 sur F', déterminer une expression
explicite de F' et déterminer la valeur de I'intégrale de Dirichlet.

Exercice 11
Montrer les égalités suivantes

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 12 (* Intégrale de Dirichlet)
On considére la fonction, pour x € Ry,

+°° sin
F(x) :/0 ﬁe‘”dt.

1. Montrer que F est de classe C!'(R?).



2. Montrer que

+oo (i—z)t i—x oo (i—x)t 1
/ ‘ dt=-—=— ¢ / - —dt.
1 t i—x 1 (f—a)t

3. Montrer que F est continue sur Ry en s’aidant de la décomposition F(z) = Fy(z) + Fa(x) avec

L t 400 _: ¢
Fl(J?) = / %efmtdt et FQ(.Z’) = / ¥efxtdt'
0 1

Que vaut F'(0)?

4. Grace a un calcul explicite de F”, déterminer une expression de F puis la valeur de l'intégrale de
+oo 3
t
Dirichlet / #dt.
0

Exercice 13 (**)
On considére la fonction

t

o0 e
F(z) = / dt.
0 1+t

Donner Iintervalle de définition de F. Montrer que F est de classe C', et aprés avoir déterminé une
équation d’ordre 1 satisfaite par F', déterminer une expression de F'.

Exercice 14 (*** inversion somme-intégrale)

Montrer dans un premier temps que

™

2 T sin(t
/ e cos(xsin(t))dt = % - / sin )dt
0 0

t

puis retrouver la valeur de 'intégrale de Dirichlet.



