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Intégration et Probabilités

TDI1 - INTEGRALES GENERALISEES

APPLICATIONS DU COURS

Exercice 1
Déterminer, en utilisant le critére de Riemann, la nature des intégrales suivantes.

o0 Int "n(t)? oo !
I :/1 %dt; 12:/0 n\(/g) dt; 13:/0 exp(—z) In(z)dz; 14:/0 exp (1112(56)) dx

Exercice 2
Déterminer, en utilisant les équivalents de fonctions, la nature des intégrales suivantes.

11_ 1— 1
0 0

t arcsin(z) — x

Exercice 3
Soient o < B deux réels. Etudier la nature de 'intégrale suivante :

I_/Bdt
SVESICED)

Déterminer ensuite la valeur de cette intégrale. On pourra utiliser le changement de variable u = =t

Exercice 4
Aprés avoir montré que les intégrales suivantes convergent, déterminer leur valeur par intégration par parties.

+o0 +oo 1 1
I :/ tetdt; I :/ arctan(-) - dt.
0 1 t't

Exercice 5
Les fonctions suivantes sont-elles intégrables? On pourra s’aider d’une représentation graphique.

cos(x?)
x2+1

sur J0; ool fa(x) = @ % sin(x) sur [1; +ool.

fi(z) =

Les intégrales suivantes sont-elles convergentes?

+oo 2 +oo o
I :/ cos(x )dx; I :/ sm(lx) di.
0 1

z? +1 s

EXERCICES CLASSIQUES

Exercice 6
Déterminer la nature des intégrales suivantes.

1 +oo
1 d
11:/ ——dux; IQ:/ _ Y avec a> B
o In(z) 0o x> +af
teo dx

+oo 1
I3 = / z® (1 — exp(—)) dr aveca € R; Iy = / ——————5 avec a € R,
0 VT o (z+Vz2+1)
+o0 1
I :/ n@) g,
0

2 -1



Exercice 7 (Intégrales de Bertrand)
Etudier la convergence de l'intégrale de Bertrand en fonction des paramétres réels « et 3:

oo dt
12/2 e (n(0)?°

Exercice 8 1. Montrer que, pour tout réel k < 0, 'intégrale suivante est absolument convergente
+oo
I :/ t"=1 cos(t)dt.
1
2. En déduire que l'intégrale suivante est définie pour tout réel & < 0:
+oo
J = / th sin(t)dt.
1

3. Utiliser le résultat précédent pour étudier la nature de l'intégrale

+o0o
K= Vitsin(t?)dt.
1

Exercice 9
On définit la fonction Gamma par

—+oo
I'(z) :/ t* tetdt.
0
1. Déterminer le domaine de définition de I' (’ensemble des valeurs x pour lesquelles Uintégrale est
convergente).
2. Exprimer I'(z + 1) en fonction de I'(x). En déduire, pour tout n € N, I'(x 4+ n) en fonction de I'(z).
3. Calculer I'(1) et I'(n).
4. On pose g(z) = In (I'(z)).
(a) Montrer que g(z + 1) = g(z) + In(x).

(b) Montrer que pour tout n > 2, on a :

n—1
9@ +n) — g(2) = g(n) + In(z) + 3 (In( + k) — In(k)).
k=1

5. (a) En utilisant le changement de variable ¢t = u?, montrer que
+o0 5
I(z) = 2/ u?* e du.
0

(b) On suppose que

Calculer ensuite T' (%)

(¢) Montrer que

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES



Exercice 10 (*)
La fonction suivante est-elle intégrable? On pourra s’aider d’une représentation graphique.

(-1l
[2]

avec |x] correspondant a la partie entiére inférieure. L’intégrale suivante est-elle convergente?

_ e
[,/1 2] dx.

sur |1; 400

fz) =

Exercice 11 (*)
Déterminer la nature de

oo dx
A:/ 712.

Que devient A par le changement de variable z = %? En déduire un calcul simple de A. Indication :

retrouver la dérivée de f(z) =z — L.

Exercice 12 (** Intégrale de Fresnel)
Etudier la nature de I'intégrale suivante, avec n € R*.

+oo i
I:/ sin(x) .
0

mn

Appliquer ensuite aux intégrales de Fresnel :

+o0 +oo oo
I = / sin(z?)dz; I = / cos(z?)dx; I3 = / sin(z®)dz avec o € R.
0 0 0

Exercice 13 (**)
On pose

1. Montrer que l'intégrale I est convergente.

2. Montrer que
H 1 (2 (1
I :/ In(cos(z))dx et que I = 5/ In (2 sin (21‘)) dx.
0 0

3. Montrer que

(SE

I:/O In(sin(2x))dx.

4. Déduire des deux questions précédentes la valeur de I.

Exercice 14 (
Déterminer la nature de l'intégrale puis calculer la valeur de

[
0 (22— 13)?

***)



