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TD Revision - Intégrales Généralisées

Exercice 1. Etudier la nature des intégrales :

+0017
a)/ CQOS.’L'dx
1 xr
0
b)/ _dz
1 z(z+2)
+oo 2
c
)/ x5 +1
d)/ i
arctan(zx)
——dx.
e)/ 2+ 22+ 7
+oo dz
f)/ Zn(zN2
2 z(ln(z))

Solution :

1—cosx

a) Posons f(r) = ——5—. Cette fonction est continue sur R* donc sur [1;+oo[. Pour étudier

la convergence de l'intégrale, il suffit donc d’étudier le comportement au voisinage de l'infini.
Maintenant |cosz| < 1, donc
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= 1‘2
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avec / — convergente (c’est une intégrale de Riemann / —aveca=2>1 ), donc, par
1 z 1 z

. T _cosz
comparaison, ——5— dx est convergente.
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Posons f(z) = . La fonction f est continue sur R\{—2,0} donc sur [—1;0[. Pour étudier

x(zr+2)
la convergence de l'intégrale, il suffit donc de regarder ce qui se passe au voisinage de 0. Soit

—1 < e <0, on doit étudier
/E dzx
z(@+2)
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onc l'intégrale /_1 @) x diverge

AUTRE METHODE : Si—1<z<0,onal<z+2<2don } < 45 <1 et donc
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- >
x(x+2)| ~ 2|z
O dzx
Puisque l'intégrale / W est divergente (c’est une intégrale de Riemann), on en déduit que
_1|T

/0 do ,
— dlverge par comparalson
1x(z+2) sep P
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Posons f(l') = W

Cette fonction est continue sur ]0; +oo[. De plus, si > 0, on a

2704 1>1

donc le dénominateur ne s’annule jamais. Pour étudier la convergence de l'intégrale, il suffit donc
d’étudier le comportement au voisinage de +o0o0. On a, puisque

/5 L] > 1T/

que
1 < 1
217/5 11 = pl7/5°
Donc
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T de R . . oo dg 7
avec 75 convergente (c’est une intégrale de Riemann —aveca =¢ >1 ) donc,
1 T 1 T

too 2
par comparaison, 'intégrale /0 L7 dz converge.
eCOSLE
Posons f(z) = . Cette fonction est continue sur R* donc sur | — oo; —1]. Pour étudier la

convergence de 'intégrale, il suffit donc d’étudier le comportement au voisinage de —oo. Puisque
—1<coszx <1,o0na el < %% < e Pour tout z < —1, nous avons donc
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avec — - dz divergente (c’est une intégrale de Riemann — avec a = 1 qui n’est pas >
—0 —o &
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1) done, par comparaison, I'intégrale / dx diverge.
x
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e) Le polynéme z2 + 22 + 7 n’est jamais nul. De plus
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avec / Fdx convergente (c’est une intégrale de Riemann / — avec o =2 > 1). Donc
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f) En effectuant le changement de variable v = In(x), nous pouvons écrire

Donc /+°° dix converge
»  a(n(x)? OTE

dx converge absolument.

Exercice 2. Etudier pour quelles valeurs de n € N, lintégrale

converge et calculer I(n) dans ce cas.

< dx
Solution : Rappelons que l'intégrale de Bertrand / w converge si et seulement si o > 1
1 z%(Inz
[T dx . . .
oua=1et > 1. Ainsi / —————— qui converge si et seulement si n > 2.
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Si n > 2, intégrons par parties /—nd:c. On a
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Exercice 3. Etudier la nature des intégrales :
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Solution :

+oo
1
I = / <1 — cos <t>) dt : Il y a un probléeme en +o0o. En effectuant un développement limite en
2

00, nous avons
2
1 (%) 1 1 1 1
1C°S<t>1<1m“ 2))=smtole) e

—+oo
Or / 2—t2dt est une intégrale de Riemann avec o = 2 > 1. L’intégrale I converge.
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1
1
J = / sin (t> dt : Il y a un probleme en 0, mais attention on ne peut pas faire de développement
0

1
limité de ¢ — sin <t) car la variable % tend vers linfini. Pout tout 0 < € < 1, on pose J(€) =

1
1
/ sin (t) dt, puis on fait le changement de variable

1 1 d 1
U=—<t=—, dt:——u. Depluist=e=—=u=-ett=1—=u=1
t u u? €
Ainsi ) ) .
1 < d < si
J(e) = / sin [ = ) dt = / sin(u) L) —/ sin(u) du.
€ t 1 u? 1 u?
Maintenant, % — +00, il s’agit donc de voir si la fonction u — S“;# est intégrable en +o00. Nous
avons
sin(u) 1
<
u? | T u?
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Or / — du est une intégrale de Riemann avec a = 2 > 1. Donc la fonction u — S“;# est
2 u

absolument intégrable en +o0o donc intégrable et J converge.
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K :/ In (cos (t)) dt : Attention il y a deux problémes, un en — parce que cos <2> =
2 e =

Qo . 2 2
cos (7> = 0 et un autre en +o0. Soit a > =, en — on pose
s
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alors

—tn (cos (5 (1= Fu+ow))) =tn (cos (5 = Tru+o) )

=In (sin <42u + 0(u)>) =In (Tu + 0(u)> =In Cf) +In(u + o(u)) ~ In(u)

Or pour tout a > %, nous avons
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/Oa;i In(u)du = [u In(u) — ur_%
(a— %)ln (a—i) —(a—g).
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Donc / In (cos (t)) dt converge. Finalement, en +00, nous avons
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+oo
—t—Zdt est une intégrale de Riemann avec a« = 2 > 1.

Or pour tout a > % nous avons que /
a

Par conséquent, K converge.



Exercice 4. Déterminer pour quelles valeurs du couple (o, B) € R? les intégrales suivantes sont conver-

gentes :
/‘+°° dx /+oo In(1 + z%) d
—_— ——=dx.
0 Ia(l + CUB) 0 ./L'B

Solution :

/+°° dx
o x(14aP)

par
1
o) = i ram)

: Cherchons un équivalent simple en 0 et en +oo de la fonction f définie sur ]0, oof

Le résultat dépend du signe de 8. On peut résumer ce que 1’on obtient dans le tableau suivant :

condition de condition de
~ f(x)en 0 | ~ f(z) en + oo | convergence de | convergence de
1 0o
[ f(z)dx | flx)dx
0 1
3 1 1 3
B8 >0 L_Q W a <1 a+>1
1 1
B=0 — — a <1 a>1
‘ 2z“ 2zo
3 L 3 <1 1
8<0 g} o o+ 3 < o>

f(z)dz est le domaine du plan limité

L’ensemble des couples (a, §) pour lesquels 'intégrale
0
par les droites d’équation a+ 5 =1 et & = 1 (exclues). On ne peut jamais avoir 8 = 0.

dx : Méme méthode. Les équivalents dépendent du signe de « cette fois. Remarquons

B
x
que si @ > 0,z% tend vers 0 en 0 donc

/+°° In(1 + z%)
0

In(1+z%) ~a®

et si a < 0, on peut écrire
In(l+z% =) +h(l+z"%
alnzx

et donc
In(1+2z%) ~alnz.

On a des résultats inversés en +0o0. On peut résumer ce que l'on obtient dans le tableau suivant



condition de condition de
~ f(z) en 0 | ~ f(x) en + o0 | convergence de | convergence de

| f(z)dx Cff(f) dzx
0 1

1 Inz
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In2 In2 )
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L’ensemble des couples («, 8) pour lesquels l'intégrale / f(x)dx est le domaine du plan limité

0
par les droites d’équation f — a =1 et § =1 (exclues). On ne peut jamais avoir a = 0.

Exercice 5. Etudier la nature des intégrales :
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Solution :

1
dx 1
I = ——— : La fonction est continue sur |0, 1|. Le probleme de convergence de I'intégrale
/0 11—z 11—y 10,1l Lep ® ¢

est donc en 1. Pour étudier ce probléme, on fait un développement limité en 1 en posant z = 1+u.
Lorsque x tend vers 1, u tend vers 0. De plus,

1—\/5:1—\/1—|—u:1—(1+g+0(u)):—g—|—o(u)

et donc 1
11—z~ 2‘7:.

La fonction est donc équivalente en 1 & . Cette derniere fonction n’est pas intégrable (c’est

1
une intégrale de Riemann divergente), on en déduit que / est divergente.
0
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J = / ———dz : En effectuant un développement limité en 0 , on a
0 X

et —e™ =1—t—(1-2t)+o(t) =t+o(t)

donc . 0
e —e
lim — =1
t—0 t
1=t _ -2t
et la fonction se prolonge par continuité en 0 . Il en résulte que l'intégrale / fdt
0
converge. D’autre part, sit > 1, on a
—t —2t
og%ge—t et oget < e



oo o0 o'} €7t oo 67215
et puisque les intégrales / e tdt et / e~ 2t dt convergent, les intégrales / Tdt et / ; dt
1 1 1 1

—t _ -2t

. . e
convergent également. Donc l'intégrale / ———dt converge.
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