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@ TECH Semestre 2 — Prélng 2
Algébre Linéaire & Bilinéaire

TD3 - ALGEBRE BILINEAIRE

Formes bilinéaires

Exercice 1 (Forme bilinéaire antisymétrique)
Soit ¢ la forme sur R? x R? définie pour tout = = (21, 72) € R? et y = (y1,y2) € R? par :

oz, y) = T1y2 — T2y
1) Montrer que ¢ est anti-symétrique. ¢ est-elle symétrique ?
2) Mountrer que ¢ est bilinéaire.
Exercice 2 (Forme de LORENTZ)
Soit ¢ > 0 un paramétre réel et p : R* x R* — R définie pour tout x = (z1,22,23,74) € R* et y =

(y1,Y2,Y3,y4) € R* par : 2
©(x,y) = T1Y1 + Tay2 + T3Y3 — " Tals

1) Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur R*.
2)  est-elle positive 7 définie ?
3) On note B = (e1, ea, €3, e4) la base canonique de R*. Donner la matrice de ¢ dans B.

Exercice 3
Déterminer la forme bilinéaire ¢ sur R? de matrice A dans la base canonique de R3.

A:

W N =
= W N
U W

Exercice 4 (Matrice d’une forme bilinéaire)
Considérons la forme bilinéaire sur R? : Vo = (z1,22),y = (y1,y2) € R?

w(x,y) = dz1yr + Tr1y2 + Tx2y1 + 1022y

1) Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique B de R2. ¢ est-elle symétrique ?
2) Soit B’ = (v1,v92) avec v1 = (3, —-2) et v3 = (—1,1).

Déterminer la matrice de ¢ dans la base B’. Donner I'expression de ¢ par rapport a B'.

Exercice 5
R3 est rapporté a sa base canonique B = (eq,ea,e3). Soit f la forme bilinéaire sur R? définie par : Vo =
(.’El,CL'Q,l'g) S R3 et Vy = (yl,y27y3) € RS :

f(z,y) = m1y1 + 6x2y2 + 5623y3 — 2(21y2 + 22y1) + T(T1y3 + 23y1) — 18(22y3 + 23Y2)

1) Donner la matrice A de f par rapport a la base B.

2) Soit :
ei=e1 ; eh=2e;+ey ; ey =—3e;+ 2e3+e3

Montrer que B’ = (e}, €5, €4) est une base de R3.

3) Donuner la matrice A’ de f par rapport & B’. Donner 'expression de f par rapport a B'.



4) Soit ¢ la forme quadratique associé a f, i.e. :
q(z) = f(z,z) Vx eR3
a) Donner lexpression de g(z) par rapport aux composantes de z dans chacune des bases B et B'.

b) f est-elle positive ? définie ?

Exercice 6
Soit E un R-ev. Montrer que

Lo.(E X E; R)® Lyo(E x E; R) = Lo(E x E; R)

Formes bilinéaires - Exercices supplémentaires

Exercice 7 (Matrice d’une forme bilinéaire)
Considérons la forme bilinéaire sur R? : Vo = (z1,22),y = (y1,92) € R?

o(r,y) = —221Y2 + 22201
1) Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique B de R2. ¢ est-elle antisymétrique ?
2) Soit B’ = (v1,v92) avec v1 = (1,—1) et v = (1,1).

Déterminer la matrice de ¢ dans la base B’. Donner ’expression de ¢ par rapport a B'.

Exercice 8
Considérons les formes bilinéaires sur R™ suivantes :

1) n=2et p(x,y) = x1y1 — 2x2Y>.

2) n=3et o(r,y) = x1y1 — T1Y2 — TaY2 — 2T2Y3 — T3Y1 — 223Y3.

3) n=3et p(x,y) = x1y1 — 3T2Y2 — T3Y3.

4) n=3et p(x,y) = —x1Yy2 — 221Y3 + T2y1 — 3T2ys + 2x3y1 + 3x3Yo.

Déterminer la matrice A dans la base canonique de R™ de chacune des f.b. ¢.
A partir de A, ¢ est-elle symétrique 7 antisymétrique 7
Si @ est symétrique, ¢ est-elle positive 7 définie ?

Exercice 9 (Forme sur un espace de dimension infinie)
Note : Soit I C R un intervalle.
L’intégrale sur I, de toute fonction continue et positive sur I, existe toujours. Elle est finie ou infinie.

1) Soit E = C(R,R). On définit application ¢ sur E par

—+oo
o(f) = / f@)le"de VfeE

¢ est-elle une forme sur £ 7

2) Soit E = R[X]. On définit I'application ¢ sur E par

+oo
o(f) :/0 P(z)e ®dx VPeE

 est-elle une forme sur E 7 Si oui, est-elle linéaire ?



Espaces Préhilbertiens

Exercice 10
Pour tout x = (71, 72,73) € R? et y = (y1,%2,¥3) € R3, on pose :

o(x,y) = (x1 — 222)(y1 — 2y2) + 22y2 + (v2 + x3) (Y2 + ¥3)

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R3.

Exercice 11
Montrer que I'application ¢ suivante est un produit scalaire sur R[z] :

o(P.Q) = /0 P(@)Q(x) dr  VP,Q € Rla]

Exercice 12
Soit n € N. Montrer que la forme ¢ suivante est un produit scalaire sur R, [z] :

p(P,Q) =Y _P(k)Q(k) VP,Q € Ry[x]

k=0

n

Exercice 13
Soit E =C([—1,1],R). Pour tout f,g € E, on pose

1
2.9 = [ fOg001 - 2)ar
-1
Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur F.

Exercice 14
Soit £ = C'([0,1],R). Pour tout f,g € E, on pose

1
o(f.9) = F(0)g(0) + / F(t)g (£)dt

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

Exercice 15 (Inégalité de SCHWARZ)

En utilisant 'inégalité de SCHWARZ, démontrer les inégalités ci-dessous et en étudier les cas d’égalité.

Pour chaque cas, préciser espace préhilbertien (E, (.,.)) dans lequel on travaille et les vecteurs de E con-
cernés.

1) V(21,...,2,) ER™ : (w1 + -+ +2,)% < n(z? +
2) (&1, ... ) € (R*)™ : (21 4+ -+ 20) i+-~-+%) > n?.

3) VM € M,(R) : (tr(M))? <n tr(MTM).

4) Pour toute fonction f continue et strictement positive sur [a,b], avec a,b € Ret a < b :

b b
(/a f(x)dx) </a mdw) > (b—a)?
Exercice 16 (Norme euclidienne)

Sur R2, on définit les fonctions suivantes

lzlls = o1 + 22| 5 flzlla = \/2f +23 Vo= (21,22) € R



1) a) Vérifier que ||.||; est une norme sur R2.

b) Montrer que ||.||; n’est pas une norme euclidienne.

2) a) Vérifier que ||.|2 est une norme sur R2.
Indication : Pour z,y € R? fixés, étudier le discriminant de la fonction polynomiale de degré 2

définie pour tout ¢t € R par
f&) = llz +tyll3, vt e R

b) Montrer que ||.||2 est une norme euclidienne et déterminer le produit scalaire associé.
Exercice 17 (Orthogonalité)
M3(R) est muni de son produit scalaire usuel :

(A,B) =tr(A"B);  VA,B e M3(R)

. 11 -1 0
SmtA—(l 1>etB—(0 1)
1) Montrer que A L B.

2) Déterminer le s.e.v. {A}* et donner sa dimension.

Exercice 18 (Base orthonormale | Espace R*)
R* est muni de son produit scalaire usuel. Soit

1 1 1
aa=5LLLY s e=0(1,-11L-1); &=5(11-1-1)

a) Montrer que la famille {e1,e2,e5} est orthonormale.
b) Déterminer les vecteurs ¢4 tels que la famille {1, e2,£3,€4} soit une base orthonormale de R*.

Exercice 19 (Supplémentaire orthogonal)
Considérons l'espace euclidien usuel (My1(R), (.,.)). Soit

1 0 1 0
1 0 -1 0
Ul - 0 ) UQ_ 1 3 Vl - 0 ) ‘/2_ 1
0 1 0 -1

1
1) On pose Ey1 = Vect{U;,Us} et Ea = Vect{V;,Va}. Montrer que E = E; @ Es.
2) La famille {Uy, Uz, V1, Va} est-clle une base orthogonale de My 1(R) ?

Exercice 20 (Supplémentaire et orthogonalité)
Soit (E,(.,.)) un espace euclidien. Soit E; et Fy deux s.e.v. supplémentaires dans E. Montrer que E =

Eif ® Ef-.

Espaces Préhilbertiens - Exercices supplémentaires

Exercice 21
Soit E un R-ev non réduit & {0}, ¢ un produit scalaire sur E, (a,b, c) € R? et 1 la forme sur E x E définie

par: Vz,y € E :
(2, y) = ap(z, ) + bp(z,y) + cp(y, y)

Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a,b,c) pour que v soit un produit scalaire sur E.



Exercice 22 (Famille orthonormale | Espace de fonctions)
Soit E = C(]0, 1], R), le R-ev des fonctions continues sur le segment [a, b] et & valeurs réelles. Soit ¢ : EXE —

R définie par : )
olr.0) = [ fawde vigeE
0

1) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
2) Considérons la suite de fonctions définie par :
VneN*  f,:te€[0,1] — cos(2mnt)
Moutrer que { f, }nen+ est une famille orthogonale. Est-elle orthonormale ?

3) On pose g, = v/2f,. Montrer que la famille {g, }en+ est orthonormale.

1
Rappel. cosacosb = 3 (cos(a + b) 4 cos(a — b))

Exercice 23 (Base orthogonale | Espace de polynémes)
Déterminer une base orthogonale de Ry[X] pour le produit scalaire

(P.Q) = /0 P(#)Q(z) dz  VP.Q € Ry[X]

Exercice 24 (Base orthonormale | Espace de matrices)
M3 (R) est muni de son produit scalaire usuel :

(A,B) =tr(ATB); VA,B e M;3(R)

Déterminer une base orthonormale du s.e.v. F de M3(R) engendré par les matrices

1 1 0 1 0 O 1 1 0
J=({0 1 0] ; K=10 1 1 ; L=10 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1



