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Feuille d’exercices

Espace préhilbertien réel

Exercice 1 - Pour tout © = (71, 72,73) € R3 et y = (y1,%2,¥3) € R3, on pose :
o(x,y) = (v1 — 222) (Y1 — 2y2) + v2y2 + (w2 + 23)(y2 + ¥3)

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R3.

Exercice 2 - Montrer que I’application ¢ suivante est un produit scalaire sur R[x] :

1
o(P.Q) = / P(#)Q(z) dz  VP,Q € Rlz]

Exercice 3 - Soit n € N. Montrer que la forme ¢ suivante est un produit scalaire sur Ry, [z] :

n

P(P,Q)=Y_P(k)Q(k) VP,Q € Ryla]

k=0

Exercice 4 - Soit E = C([-1,1],R). Pour tout f,g € E, on pose

1
olr.o) = [ o0 - P

-1

Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur F.

Exercice 5 - Soit £ = C'([0,1],R). Pour tout f,g € E, on pose

1
o(1.9) = 1090 + [ (g0
0
Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

Exercice 6 - Soit F un R-ev non réduit & {0g}, ¢ un produit scalaire sur E, (a,b,c) € R3 et ¢ la
forme sur £ x E définie par : Vz,y € E :

Y(z,y) = ap(z, ) + bp(z,y) + cp(y, y)

Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a, b, c) pour que v soit un produit scalaire sur E.

Exercice 7 - Inégalité de SCHWARZ

En utilisant l'inégalité de SCHWARZ, démontrer les inégalités ci-dessous et en étudier les cas d’égalité.
Pour chaque cas, préciser 'espace préhilbertien (E, (., .)) dans lequel on travaille et les vecteurs de F
concernés.

1) V(z1,...,2,) €ER™ : (21 4+ 2,)% < n(2? +
2) (&1, ... ) € (R*)™ : (21 4+ + o) i+-~-+i) > n?.

3) VM € M, (R) : (tr(M))? < n tr(MTM).



4) Pour toute fonction f continue et strictement positive sur [a, b], avec a,b € Ret a <b:
b boq ,
f(x)dz / ——dx | >(b—a
[ s ) ([ ) = 0=

Exercice 8 - Norme euclidienne
Sur R2, on définit les fonctions suivantes

Izl = 1] + |z2| 5 llzlle = \/2f +23 Vo= (21,22) €R®

1) a) Vérifier que ||.||; est une norme sur R2.

b) Montrer que ||.||; n’est pas une norme euclidienne.

2) a) Vérifier que ||.|2 est une norme sur R2.
Indication : Pour z,y € R? fixés, étudier le discriminant de la fonction polynomiale de
degré 2 définie pour tout ¢t € R par

ft) =z +tyll3, Vt€R

b) Montrer que ||.||2 est une norme euclidienne et déterminer le produit scalaire associé.

Exercice 9 - Orthogonalité

M5(R) est muni de son produit scalaire usuel :

(A,B) =tr(ATB) ; VA,B € M3(R)

. 1 1 -1 0
SmtA[1 1}e‘uB[O 1]

1) Montrer que A | B.

2) Déterminer le s.e.v. {A}* et donner sa dimension.

Exercice 10 - Famille orthonormale | Espace de fonctions

Soit E = C([0,1],R), le R-ev des fonctions continues sur le segment [a,b] et & valeurs réelles. Soit
¢ : E x E — R définie par :

o(frg) = /0 fWg(t)dt Vf.geE

1) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
2) Considérons la suite de fonctions définie par :
VneN*  f,:t€]0,1] — cos(2mnt)
Montrer que {f,}nen+ est une famille orthogonale. Est-elle orthonormale ?

3) On pose g, = V2f,. Montrer que la famille {g, },,en~ est orthonormale.

1
Rappel. cosacosb = 5 (cos(a + b) + cos(a — b))

Exercice 11 - Base orthonormale | Espace R*

R* est muni de son produit scalaire usuel. Soit

1 1 1
=—(1,1,1,1) ; =—(1,-1,1,-1) ; =—(1,1,-1,-1
€1 2(77))152 2(7 5 Ly )753 2(7) B )
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a) Montrer que la famille {e1,e2,e5} est orthonormale.

b) Déterminer les vecteurs 4 tels que la famille {1, 2, €3,£4} soit une base orthonormale de R*.

Exercice 12 - Base orthogonale | Espace de polynémes

Déterminer une base orthogonale de Ro[X] pour le produit scalaire

1
(P,Q) = / P(#)Q(z) dr  VP.Q € Ry[X]

Exercice 13 - Base orthonormale | Espace de matrices

M3 (R) est muni de son produit scalaire usuel :
(A,B) =tr(ATB) ; VA,B € M3(R)

Déterminer une base orthonormale du s.e.v. F' de M3(R) engendré par les matrices

Exercice 14 - Supplémentaire orthogonal

Considérons I'espace euclidien usuel (Mg 1(R),(.,.)). Soit

1 0 1 0
1 0 -1 0
Ul - O ) U2 - 1 ’ Vl - O I ‘/2 - 1
0 1 0 -1

1
1) On pose Ey = Vect{U;,Us} et Ea = Vect{V;,Va}. Montrer que E = E; @& Es.
2) La famille {Uy, U, Vi, Va2 } est-elle une base orthogonale de My 1(R) ?

Exercice 15 - Supplémentaire et orthogonalité

Soit (E,{.,.)) un espace euclidien. Soit E; et Es deux s.e.v. supplémentaires dans E. Montrer que
E=FE{ ®E;.



