Forme bilinéaire |

Khalid EL. AMINE 1.

Department of Mathematics and Finance

¥k k

Notations et conventions :
e K désigne le corps R ou le corps C.

e I désigne un espace vectoriel sur R.

1 Forme

Définition 1.1 (Forme)
Soit V un K-ev. On appelle forme sur V toute application p de V dans K. i.e. :

p:V—K

Remarque.
e En général, on appelle forme, toute application d’'un espace vectoriel dans son corps de base.

e En analyse, une application d’'un K-espace vectoriel V' & valeurs dans R est appelée fonctionnelle.
L’espace sous-jacent V' est souvent un espace de fonctions.

Définition 1.2 (Forme symétrique et antisymétrique)
Soit V un K-ev. Soit ¢ : V x V — K une forme. On dit que :

® © est symétrique si
Va,yeV o(z,y) = ¢y, v)
o © est antisymétrique si
Va,yeV e(z,y) = —¢(y,z)
Exemple. Soit ¢ la forme sur R? x R? définie pour tout = = (x1,72) € R? et y = (y1,92) € R? par
p(,y) = T1Y2 + 2201
Montrer que ¢ est symétrique.
Solution. Vo = (z1,72) € R? et Vy = (y1,y2) € R?
o(x,y) = T1Y2 + Toy1 = Y122 + Y221 = 9(y, T)
@ est bien symétrique.
Exemple. Soit ¢ la forme sur R? x R? définie pour tout z = (21, 72) € R? et y = (y1,92) € R? par
o(z,y) = T1Yy2 — 2201
Montrer que ¢ est antisymétrique.
Solution. Vo = (z1,72) € R% et Vy = (y1,y2) € R?
o(r,y) = T1y2 — Tay1 = Y21 — Y172 = — (Y172 — Y271) = —p(y, 7)

@ est bien antisymétrique.
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2 Forme linéaire

2.1 Définition

Définition 2.1 (Forme linéaire)
Soit V un K-ev. On appelle forme linéaire sur V toute application linéaire ¢ de V dans K, i.e.

¢ € L(V,K)

Exemple. Soit a;,a; € R fixés. Soit ¢ 'application définie sur R? par
p(z) = ar1x1 + agwe, Vo = (z1,22) € R?

Montrer que ¢ est une forme linéaire sur R2.

Solution.

(1) Vo = (71,22) € R?, a171 + azwy € R, car somme finie de nombres réels.
D’ou Vz € R?, p(x) € R = ¢ est une forme sur R2.

(2) Vo = (z1,22) € R? et V2! = (2},24) e R? ;Va e Ret VB ER

plaz + Ba') = p(a(zy, 2) + B(2], 25))
p((axy + Bz}, azs + fay))
ar(axy + Brh) + az(axy + Bxh)
= a(a1r1 + aswa) + Bar1x] + aswh)
= ap(x) + Be(a')

Ainsi ¢ est linéaire.
Par (1) et (2), on conclut que ¢ est une forme linéaire sur R2.

Remarque. Avec aq,...,a, € R fixés. Toute forme linéaire ¢ sur R™ s’écrit :
o(x) =a1x1 + -+ + aney, Vr=(r1,...,2,) €R"
e [a) ...a,] est la matrice de ¢ relativement aux bases canoniques de R™ et R.
Exercice. Soit ¢ Papplication définie sur M,,(R) par
p(A) =tr(A), VAe M,(R)

Montrer que ¢ est une forme linéaire sur M, (R).

Solution.

(1) M, (R) est un R-ev.

(2) YA = [a;;] € Mu( Za” = p(A) € R car il s’agit d’une somme finie de nombres

réels. o est donc une forme sur ./\/l (R).
(3) VA = [ai;] € M, (R) et VB = [b;;] € M,(R) ; Va e Ret V5 € R
aA+ BB = [aai; + Bbij]

Ainsi
n

o(aA+ BB) =tr(aA+ BB) = Z(aa” + Bby;) = aZa” + ﬂan = atr(A) + Btr(B)

i=1 i=1 i=1

= ap(A) + Bp(B)

L’application trace est donc une forme linéaire sur M, (R).
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2.2 Hyperplan

Définition 2.2 (Hyperplan)
Soit V un K-ev. On appelle hyperplan de V', le noyau d’une forme linéaire non nulle sur V.

Exemple. Soit ¢ la forme linéaire sur R? définie par
o(x) =21 + 20 Vo= (21,72) € R?
Déterminer H I'hyperplan de R? associé a la forme linéaire .
Solution. ¢ est non nulle. Vz = (71, z2) € R?
re€H S rzecker(p) ©px)=0cx1+22=0 11 = -9 & &= (—x2,22) = 22(—1,1)
Ainsi H = Vect{(-1,1)}.
Remarque. Un hyperplan de V est un s.e.v. de V, car c’est le noyau d’une application linéaire.

Théoréme 2.3 Soit V un K-ev et H un s.e.v. de V. Alors
H est un hyperplan de V', si et seulement si, il existe une droite vectorielle D de V telle que :
V=H®&D

Preuve.

Corollaire 2.4 Soit V un K-ev de dimension n, (n > 1) et H un s.e.v. de V. Alors

H est un hyperplan de V', si et seulement si, H est de dimension n — 1

Preuve.

3 Forme bilinéaire

3.1 Cas d’un espace vectoriel de dimension quelconque

Dans cette sous-section : E est un R-ev de dimension quelconque.

3.1.1 Forme bilinéaire

Définition 3.1 (Forme bilinéaire)
On appelle forme bilinéaire sur E toute application ¢ : E x E — R vérifiant :

1) ¢ est linéaire par rapport a la premiére place (ou au premier argument) :
Va,2',y€ E et Vo, €R olaz + ', y) = ap(x,y) + Bo(x’,y)

2) ¢ est linéaire par rapport & la deuziéme place (ou au deuziéme arqument) :
Va,yy €E et Vo, R oz, ay+By') = ap(x,y) + Be(x,y')

e On notera Lo(E x E; R) le R-espace vectoriel des formes bilinéaires sur E.

e On abrégera souvent forme bilinéaire en : f.b.

Remarque. Attention Lo(E X E; R) # L(FE x E; R).
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Exemple. Donner un contre exemple pour illustrer cette remarque.

Solution.

Propriété 3.2 Si ¢ est une forme bilinéaire sur E, alors Vx € E :
o(z,0g) = (0, ) =0
Preuve. Vz € E :
e o(z,0p) = ¢(x,0g + 0g) = ¢(x,0g) + ¢(z,0F), par linéarité a droite. Ainsi
o(x,0g) = 2¢(z,0p)
Comme ¢(z,0g) € R, car ¢ est une forme, on a nécessairement ¢(x,0g) = 0.

e ©(0g,z) = 0 se démontre de la méme maniére, en utilisant la linéarité a gauche de ¢.

Proposition 3.3 Soit ¢ une forme bilinéaire sur E.
Vp,q e N* Vau,...,ap €R et Vp1,....0, €ER ;Vay,...,xp € E etVy,,...,y, € £

b q b q
o | D i Y By | =D aiBie(wi,y;)
i=1 j=1 =1 j=1

Preuve.

3.1.2 Forme bilinéaire symétrique/antisymétrique
Proposition 3.4 (Forme bilinéaire symétrique)
Pour qu’une forme ¢ : E X E — R soit une forme bilinéaire symétrique, il faut et il suffit que 'on
ait :
(1) ¢ est symétrique.
(2) ¢ est linéaire par rapport a la premiére place.
e On notera Lo s(E X E; R) le R-espace vectoriel des formes bilinéaires symétrique sur E.

e On abrégera souvent forme bilinéaire symétrique en : f.b.s.

Preuve. Simple vérification.

Exemple. La forme ¢ : R x R — R définie par : ¢(x,y) = zy est une f.b.s. sur R.

1) Symétrie : Va,y € R
p(r,y) =2y =yz = ¢(y, )

2) Bilinéarité : Vx,z',y € Ret Vo, 8 € R
plaz + pa',y) = (ax + fa')y = azy + B’y = ap(z,y) + Be(a’,y)

 est donc linéaire par rapport au premier argument et, par symétrie, elle est linéaire par rapport
au deuxiéme argument. ¢ est donc bilinéaire.

@ est bien une f.b.s.
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Proposition 3.5 (Forme bilinéaire antisymétrique)
Pour qu’une forme ¢ : E x E — R soit une forme bilinéaire antisymétrique, il faut et il suffit que
lon ait :

(1) ¢ est antisymétrique.

(2) ¢ est linéaire par rapport & la premiére place.

o On notera Lo o(E x E; R) le R-espace vectoriel des formes bilinéaires antisymétrique sur E.

o On abrégera souvent forme bilinéaire antisymétrique en : f.b.a.

Preuve. Simple vérification.

Exercice. Montrer que I’application déterminant sur R? est une forme bilinéaire antisymétrique.

Solution.

Proposition 3.6 Les deuz s.e.v. Lo (E x E; R) et Lo4,(E x E; R) sont supplémentaires dans
Lo(E X E; R), i.e:
Los(Ex E; R)® Lo4(E x E; R) = La(E x E; R)

Preuve.

3.1.3 Forme bilinéaire symétrique positive/définie

Définition 3.7 (f.b.s. positive)
Une forme bilinéaire symétrique ¢ : £ x E — R est dite positive si :

Veek olx,z) >0

Définition 3.8 (f.b.s. définie)
Une forme bilinéaire symétrique ¢ : E X E — R est dite définie si :

VzeFE oz, ) =0 = =z =0g
Définition 3.9 (f.b.s. positive définie)
Une forme bilinéaire symétrique p : E x E — R est dite positive définie si elle est positive et elle est

définie, i.e. :
Vo € E\{0g} p(z,z) >0

Exemple. Soit ¢ : R? x R? — R définie par : Vo = (21, 72) € R? et Yy = (y1,y2) € R?

90(3373/) = 21Y1 — T2Y2

Montrer que ¢ est une f.b.s. sur R%. Est-elle positive ? définie ?

Solution.

3.2 Cas d’un espace vectoriel de dimension finie

Dans cette sous-section : n € N* et E est un R-ev de dimension finie avec dim(E) = n.
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3.2.1 Matrice d’une forme bilinéaire

On suppose que dim(E) =n. Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Pour x € F, on note
X
T2

X = Mp(z) = ) le vecteur colonne des composantes de z dans la base B.
Tn,

Définition 3.10 Soit ¢ une f.b. sur E et B = (eq,...,e,) une base de E. On appelle matrice de ¢
dans la base B, la matrice carrée d’ordre n :

pler,er) ... wler,en)
Mg (p) = (e, €j)]1<ij<n = : . :
plen,e1) ... wlen,en)

Exemple. Soit F = R? muni de sa base canonique B = (e1, e2). Soit a,b,c,d € R, et

o : R2 x R2 — R
(w1, 22), (y1,92)) +——  ax1yr + dbx1ys + cxayr + daays

Il est clair que ¢ est une forme bilinéaire sur R? et on a :

v =[G v -1 4]

Proposition 3.11 Soit ¢ une f.b. sur E, B = (e1,...,e,) une base de E et A = Mpg(p). Alors
Vz,yecE o(r,y) = XTAY

ot X = Mg(x) et Y = Mp(y).

Preuve.

Remarque. Réciproquement, toute matrice A de M,,(R) définit une forme bilinéaire sur E via la
formule :
p(z,y) = XTAY

Précisément, on a la proposition

Proposition 3.12 Soit B une base de E. L’application

MB N EQ(E X E; R) — Mn(R)
¢ —  Mg(p)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Preuve.

Remarque. Soit ¢ une application définie sur E x E. Alors
@ est une f.b. sur E <= 34 € M, (R) telle que Va,y € E, p(x,y) = XTAY,
Donc, en particulier :

@ est une f.b. sur R” <= J(a;j)1<i j<n € R™ tels que Vz,y € R" o(z,y) = Z @i TiY;
1<i,j<n
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2 5
Définir la f.b. ¢ ayant pour matrice A dans la base canonique B de R2.

Exemple. Soit A = {_1 3}.

Solution. Soit # = (z1,72),y = (y1,92) € R%. Notons X = Mp(x) et Y = Mp(y). On a

— T Ay — -1 3] (y1| _ —Y1 + 3y2
Qp(xuy) =X AY = [xl 1’2] |: ) 5:| |:y2:| - [‘rl {EQ] |:2y1 4 5y2:|

= —T1Y1 + 3T1Y2 + 222Y1 + ST2y2
Proposition 3.13 (Changement de base)
Soit ¢ une f.b. sur £, B et B' deux bases de E et P = P gy la matrice de passage de B a B'.

Si A= Mpg(p) et A’ = Mp/(p) alors :
A'=pPTAP

Preuve. Pour = € F on note X = Mp(x) et X’ = Mg/ (z). On sait que X = PX".
Pour tout z,y € Fon a:

o(z,y) = XTAY = (PX)TAPY") = (X")T(PTAP)Y’
ce qui signifie exactement que A’ = PT AP du fait de 1'unicité de la matrice de ¢ dans la base B'.
0 0
1 1y
avec v; = (1,1) et vo = (—1,1). Déterminer la matrice de ¢ dans la base B'.

Exemple. Soit A = { la matrice d'une f.b. ¢ dans la base canonique B de R?. Soit B’ = (vq,v2)

Solution. Notons P la matrice de passage de Ba B’. Ona P = E _11} .

La matrice A’ de ¢ dans la base B’ est donc

, orap |1 110 0] 1 -1
a=rmar= 4| Y17

2 0
12 0
Définition 3.14 Une matrice M de M,,(R) est dite congrue & une matrice M' de M, (R), s’il existe

P € M, (R) inversible telles que :
M'=prP"MP

Remarque. Cette définition indique que deux matrices de M, (R) sont congrues si elles représentent
la méme forme bilinéaire dans deux bases différentes.

3.2.2 Matrice d’une forme bilinéaire symétrique/antisymétrique

Proposition 3.15 Soit £ un R-ev de dimension finie. Soit ¢ une forme bilinéaire sur E.
Dans n’importe quelle base de E :

o © est symétrique si et seulement si sa matrice est symétrique.

o © est antisymétrique si et seulement si sa matrice est antisymétrique.

Preuve.

Exercice.

1) Construire une forme bilinéaire symétrique ¢ sur R2.

2) Construire une forme bilinéaire antisymétrique 1 sur R2.
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Solution.
1) Une f.b. ¢ est symétrique ssi sa matrice (dans une base quelconque) est symétrique.

11 . .
Exemple : A = {1 1] est symétrique. Cela nous permet de construire une f.b.s. sur R2.

o(z,y) = XTAY = 2191 + 2192 + 2291 + 222

2) Une f.b. ¢ est antisymétrique ssi sa matrice (dans une base quelconque) est antisymétrique.

Exemple : A = {_01 é} est antisymétrique. Cela nous permet de construire une f.b. anti-

symétrique sur R2.
Y(z,y) = XTAY =1y, — 2o

Notation : On note :
e S, (R) le s.e.v. (de M, (R)) des matrices symétriques.

e A,(R) le s.e.v. (de M, (R)) des matrices antisymétriques.

Proposition 3.16 Les deuz s.e.v. S, (R) et A, (R) sont supplémentaires dans M, (R), i.e. :
Sn(R) D An(R) = Mn(R)
De plus, les dimensions des R-ev S,,(R) et A,(R) sont :

n(n—+1)
2

nin—1)

dim(Sa(R)) = .

et  dim(A,(R)) =

Preuve.

Corollaire 3.17 Soit E un R-ev de dimension finie n. Alors
o Lo (E x E; R) est isomorphe a S, (R)
e L5 .(E x E; R) est isomorphe a A, (R)

et donc

n+1)

dim(Ls.y(E x B; R)) = 5 nn—1)

et dim(Les(E X E; R)) = 5

Preuve.

3.3 Matrice d’une forme bilinéaire symétrique positive/définie
Définition 3.18 Soit A € M, (R) symétrique.
e On dit que la matrice symétrique A est positive, si

VX € M1 (R), XTAX >0

e On dit que la matrice symétrique A est définie, si

VX e M1(R), XTAX =0 & X =0
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Remarque. Une matrice symétrique A est positive définie si: VX € M, 1(R)\{O,1}, XTAX > 0.

Définition 3.19 Soit A € M, (R). On appelle sous-matrice principale de A d’ordre k, la matrice

Théoréme 3.20 Soit A € M, (R) symétrique. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
1) A est positive définie.
2) Les déterminants des n sous-matrices principales de A sont strictement positifs.

3) Toutes les valeurs propres (dans C) de A sont réelles et strictement positives.

Preuve.

Remarque. Si A est une matrice symétrique positive définie, alors elle est inversible.

Théoréme 3.21 Soit E un R-ev de dimension finie, @ une forme bilinéaire sur E et A la matrice de
¢ (dans une base quelconque). Alors

p est symétrique positive définie, si et seulement si, A est symétrique positive définie.

Preuve.
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