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Réduction des endomorphismes

↓ (t) ensemble d'application linéaire de dans lendormorphismes)

f(v) = x
: image de ~ est colinéaire à ~

* Le Vecteur propre est non nut

f(02) = , )) donc on exclut toujours Of

Exemple 1 :

f(x ,y) =

(x - 3/2 ,

-

x/2 + y)

a) (1) 1
,
1) f associé &1

=
1/2

f(01) = f(1 , 1) = (1 - 12 ,

- 112 + 1) = (112 . 1/2)
= Y2(1 ,

1) = 201

f(V1) = 1 V1 Vz = (1
,

- 1) 12 = 3/2

f(02) = f(1 ,

- ) = 312(1 ,

- 2)
=3/2V2



Exercice : Soit &CC(IR2 ty

f(x ,, xz) = (xz ,
x

,
)

Trouver tous les élements propres def

Solution générale à faire tout le temps

Soit X ER
,

Fx
: (x ,, x2) ER (10, 0)

f(x) = x(x) (x2,
x

,
) = x(x ,, x2)( )(x2 ,

x 1) = (xx1
, xx2)

=>
12 - xx

,

= 0 (2) (1 + x(2( (x2
= xx1

Ix = = Xx 2 x
,

- xx2 =
0

(((1
-x/x = 0 (S)

x 1
- xxx = 0

(as 1 : (1 - x2) = 0(=> = 10u( - 1)

Six
=

1 alors (S) =

-

icI
=> x

= (x2 ,
x

, ) = xz(1 , 1)

=> 1
=

1 est re valeur propre de vecteurs propres



x
= <(1 , 1) ser I * (1

, 1)
12

, 2)
13

, 3)

*Six =
- 1 alors (S) <=>

I
0 = 0

= ( -

x2 ,
x

, ) = xz) - =
, 1)

x
,

=

- x2

=> X = 1-1) est une rateur propre de vecteurs propres

x
= c) - 1

, 1) ares CEIR
*

Cas 2 : (1 -x) 0 dans ce cas (S)

( >( 0 = x = (0 , 0) contradiction

car x+ (0,
0)

Conclusion :

· sp(f) = 3 - 1
, 1)

·
Les vecteurs propres def sont les élerments de IR de la forme :

c) - 1
, 1) pour =

- 1 avec CEM
*

c(1 , 1) pour
X

= 1



Preuve /proposition 1 . 5) (Reas . e .vide : e >

x1 >x

Soit et-2

xf(x f(x) = xx > f(x) - xx
= 02

( > f(x) - Xide (x)
=

0t

(>(f - xid)(x) = 02

↳) - Ker (f-dide/

On a donc Ex= Ker (f-xide)

Ex est donc un sous espace rectoriel de - car c'est le
nogau de l'endomorphisme

f-dict

Preve /1 .7) :

Soit & t 1

x esp(f) 5xt(027 : f(x) = xx

( > (1 : f(x) - xx
=

0t 0

> 11
: f(x) - xic (x) = 0E

E) 11 : (f -xide((x) = 02

= > Ex =
ker (f - xide) + (07}

=> (f-xide) non injectif



Remarque :

1) Six - sp(f) afors Ex = (02}

2) (IVe) valeur propre peut-être muffe
,

dans ce cas on a les équivalents

0 = sp(f)) Kerf + (UtY= f non injectif

3) Cependant ,
un recteur propre est non nul par def une valeur

propre peut-être
nutte

Preuve (1 . 8)

* &1
,

22 E IR

14101 + 2202 = 0
.

=)f(x101 + xzVz) = 0

=> x
= f(01) + x2f(Vz) = 0e

=> 21x1V1 + 22x2V2
= 02

121V1 + 2 1 Vz = 0=) - 2101 = (12

21V1 - 41XzUz = 0=) (1=
- xz)2 1 U1

= 0e

d'après l'énoncé = o
= Or pas de vecteur matte

=41 = 0

je reporte (1)

0 + xzVz
= 0 =-22 =

0



d'and= = dz = 0 =)(N1 , Uz) est libre

Unri (1) > imatrice carre endomorphisme

A
= Mn. ((k) >Mn

, =
((k)

X1

X = * >AX= s

solution : VI
,

Vz
,

Vo non nuts

1) AV1 =
- V1 => V1 rect propre de A

,
associé à la valeur

propre &1= 1

2) AVz = 2 V2 = V2 rect propre /2 = 2

(AV = 2 Vz = Vs rect propre/3 =
12 = 2

Attention : Ve et Vs ne sont pas lies => sont libres

hVz +

BU3 = Of

L + 0 = 0 G
= 0

0 +

B = 0 B
= 0

Donc libre

A c Mn (k)



Preuve (2
.5) : Soit x = Mr

. 1
(1)

x = (x >Ax
= xx( >Ax - xx =

On /On=
= [8])

0
E) AX-xInX=On ,

1 In = 8
o

00 1

>matrice identite

E) (A - x In) X
= On

, 1

E> X = Ker (A - x In)

donc Ex = Ker (A- 1 In)

·
Ex est un sie .

V et Mn
.1
(lk)" car c'est le noyau de la Matrice carrée (I-DIn)

Preave (2 . 7) Soit & t1K

x t sp(A)= 5 x Mme (Ik) 3On .17 = AX = XX

=> 11
:

Ax -xx = 0n 1= [8]
E) 11

:
Ax-xInx = On =

=> Ex : Ker(A- x In) + >On . z)

=) A - x In est non-inversible

* S: X O Ax = 0 X - Ker (A)

X - Ker (Al et X + 0

A
= [8] = ( : ]



AX
= On

, 1

A
- * AX = A

- 1
On

, 1

x =

A - 1
On

, 1
= [8]

pas inversible => non bijectif , surjectif , injectif

Mn
.(1)>
x1 + x2 -

8 D

-1 72
n = 2

ab C D ⑧ b

I

cd

I

o 0 o 0
+38 +I I

C
1 D

b
0 1

t C D 0 L ⑧ ⑧
I

t C

0 0 00 1 0 0 1

f1 f2 +3 -4

3 - Polynome caracteristique

I espace vectoriel sont de dimension finie
↳ priviligier les matrices

Base B

B
= je ...., en) na



x = x
, e1

+

xzez + ... + anen X (ii)
1

E >Mr
.

(1)

f : = < t

sp(f) = sp(A) A = Milf)

f(x) = xx Ax
=

xx

proposition 3
.
2 : POSSIBLE EXAMENS (Th

.
De Base)

Preave (3
.
2 1

Soient Act AE Ma(IK) 2 matrices sembables

7 PC Mr
. 1 (IK) inversible telle que Al

=
P

-*
Ap

PA(x) = det (A - DIn) Px P
=

In

= det (P
- *

Ap - x P
- 1

In P(

-
det (P-1 Ap-p-

1 x In Pl

=det (P 1
(A - x In)P(

=Cet (P-1) det (A-XIn) det1P)

=cet (P-1) PA) x) det /P)

=P(A) det(AB) = det (A) cet(B)

det (A * 1
=

1

det A



On a donc Pa(x) = PA (i)

p
=

In AIn
=

A

p
-

1P
=
In In A = A

Solution :

1) Polynome caracteristique A :

PA)11 = det (A-xIn) =

-
- 104 - ↓ IG = *[ I
1(2 - x) 1 O ⑧ X

24 - 2- x (1<(1 + (z + 23

4 - x0 4

-

4 - x 2 - 1 1 (2 < (2 -1

4 -x 4 -

2x Ly < Ly - 21

0 4 - 61 13 2 13-212

4 - x 0 4
-

① 2 -x - 3
⑧ 2x - C2 < (2 + 23



4 - x 0 4

-

0 2 - x - 3

0 4 -6-x(y (y - 22

4 - x0 4

-

0 2 - x - 3

0 2 - x x (2 > (2 + 23

4 - x0 4

- (4 - x) - 4 - x - 3

0 - 4 - 1 - 3I
0 0 &

0 - x

=(4 -x)) - 4 - x)) - x)

sp(8) = sp(A) = G
- 4

,
0

. 4)



2) Of sp(A)E) A non inversible + - T

> I non bijectif - I -

t - t

abc

2 f h C

d ef - C

hi

+

( - 1)di
I u i

↓ est racine P

P = (x - a))
....

(

P = (X - 1)
= x - 2x + 1

P = (x - 1)(X - 112(X - 3)

orde de multiplicité :

nombre de fris qui il est racine

173

3 1

(x - 113(x
- 3)

PA(X) = deE(A - x Il

=
det ([] - [0])

=det ( == Ex) = x + 1



Sp(A) =

0 sp(A)
= - :,

Solutions :

· U1= (1 , 1) est un vecteur propredef > Valeur propre = I
3

· Uz = (1 ,1) est un vecteur proprece f > Valeur propre 2 =

I

dir (1R2)
= 2 car (3U1 , [24) = 2

=> IVz
,
Uz) est une base de M

, formée de recteurs propre de f

=> f est diagonalisable

Mis(f) = -
*

x
...

n

f(02) f(V)

I 0 U1

0 = v2



f(V) = EN1 = U1 + OV2

f(Uz) = zUz =
0V1+

I :
jus

AtMnCk) A : Mr
,
eCI) c Mn , (1)

X >AX

Preuve (4 .

5 (

A possède n valeur propre distinctes 2a 2) Xi7!= 1

=> Vil
- 1

la famitte des vecteurs propres est libre

dans Mr
. 1
(1) Mais dir(Mn .

z(IK)) = n

=>
La famille de vecteur propre et avec base de Mn , 1 (Ik) et par site

A est diagonalisable



A = 22
~

polynome caracteristique

1) Valeur propre de A
: PA(d) =

det (A-xIz)
=

3 - D 1 21) (1-C2

-2 -

2 - x 1

-

- 2 - x -x(2 = 22 + 11

2 - x 1

- =(2 - X)(1 -x)
0 1 - x

PA(d)
=

(2 - x)(1 - x)

Sp(Al = ( 1
, 2) multiplicité (1) = 1

multiplicité (2) = 1

A est d'urdre 2 E => A est diagonalisable
A admet 2 ruleurs propres distinctes

2) sous espace propres

f1 : Soit x = [ J - M2
, 1
(1)



X(f 1 ( > AX
=

x = )

2 1 x

-2 -

1 y



S
. Trigonalisation

S
.

1 Matrice triangulaire
A = PDp

- 1

Si un peut pas diagonaliser on trigonalise =

PTP-A

[98](â B2] = [2]

(â] [98] = (5282

Triagonaliser faratrice suivante :

A =[I
On cherche le spectre : L'ensemble des valeurs propres de A

.

Spectre A

x Sp(A)() Pa(x) = 0
(1 [2 C3

PA(1) = det (A - x Iz) =
- 2 - x 2 - 1

21- 21 + (2 + (3

- 1 1 - x - 1

- 12-2 - x



- -1 - x 2 -

1
=. - - 2 -

1

-1 - x1 - x -1 -1 - x 1 - x - 1 (2z(z - L1

- 1 - x 2 - 2 - x - 1.1 2 - 2 -x(zk(z - 11

=-1 - x 2 -

1

0 1 - x 0 = (1 + x)3

0 0 -1 - x

Pp(x) =

- (1 + x13

sp(A) = 3- 1} multiplicité) - 11 = 3

· sons espace propre

E
- 1

= ker(A + Ig)

Soit x= ( 7 = M3
.
1 (1)

x = G
- 1() (A + Iz)X = 03

, 1



=3 - 12

... (?) = (8]- 1

+ 2y - 2 = 0I" + 2y - z = 0 =
- x + 2y - z = 0()x

= 2y - z

-

x + 2y - z = 0

(> x
= [22]

(- + = (2) +[ ) = y(3) + 2)
-

i]
Synthese :

· PA(x) =
- (1 + x)3

. Sp(A) = (1) multiplicité) - 1) = 3

-1 = Vect(v=
, vz) avec V = [2] et v = [E]

dir (E-1) = 2 + 3 = multiplicité + 11

=>
A est non diagonalisable

Cependant Pr est scindé dans IR

=> A est trigonalisable dansMy /IR)



Cherchons donc un vecteur vi tel que

⑧ B = (V1
,

V2
, V3/ Soit une base de M3

,
1

(R)

② SAV1
,

AV2
, AVz] soit triangulaire ,

ie de la forme
AU1 AV2 AV

- 1 0 L V1

T=
0 -1 3 12I[ 0 0 -

1
I V3

et semblable à A

AV1 =
- V1 + OV2+OV3=-V1

AV2 = 0V1-1Vz +OUS =-V2

AV = qV1 +

BU2 - 1V3 () (A + Ivy =

2Vx +

33Vz

Solution systeme hommogine :
Ax=B(S)

X = xh + Xp Xh = Solution de AX = 0

Xp = Solution de (S)

soit x- [2]
-x + 2y - z

= 2c - B

(A + Ig(X = dV1 +

BV2(=> E-x + 2y - z = d

- x + 2y - z =

B

E
0 = 2 - 2 = 0 = d - B
0 = 2 - B

- x + 2y - z =

B



I
x

=> 32
- - B

= x
= (2yy2)

= P

= = y)] + z)-i] + ( , ) + 10
,0

Xn Xp > libre independant des précédents

On choisit B
= 1 => = 1

et v = xp = [-8)
On verifie facilement que (V1 ,

V2
, V3) est libre - donc une

base de Mr
.

(IR) et fa matrice Test T=

/
0
I

En notant P = [v= viv3] = [?
-

!
trigonalisable

0

1 I0 D

On a A = PTP
- 1

P +

p
1

PDP
-1

A = PDP
- 1

~ diagonalisable
A

2
= PDP =

PDP
1

-m

Identité

=PDDD

= P12p
- 1



Norme associée a un produit scalaire

Hall= Est

Preuve :

Ma II
. Il est une norma sur t

1) Xx - 2
,

11x))
= 0()5, x) = 0 =) =

0= car (i) est

definie

2) FxeE , FyERR ,
IXcll= <xx

,
xx = xx ; x

= xx ;x

= (x) (1x 11

3)fx
,yt t

(x +

y , x +

y) (x + x
+

<y , y) por finegatite de

minkowski

11 x + y)) = (x)) + 1y)) H

asparticulet en
produit scalaire

Inegalite triangulaire est vatable que
pour ta norme 2

.



(
,y)2 (x

, x)(y , y)

(x
, y)

=
(x

,
x) (y , y >

(x
,y) = ((x() ((y))

Montrew que (c +yll =
11xc(12 + 2 (x

, y)
+ Hy))" ((a + b) 2 = a" + 2ab +b2)

((x + y)) = (x +

y ,
x + y) = (e

,
x +y) +

(y , x +y)

=(
,
x + (x

,y)
+

(y , x) + xy , y)

=(1x12 + 2x
, y)

+ 1y/2

11 -y1)2 =

(x))2 - 2(x
,y)

+ ly))2
(kstyll

Ily1)
-

......... Ilsl............-

(k -y1) =
2(((x)+ (y)l")

Ik-yll = Ikell2 - 2(x
, yz

+ Hy))2

<x
, y >

= I((kell"+ 1y))2 - 11x - y1)" /



(A
, BT = tr (A

+

B)

A = [21] e
+ B = [2]

Runtrer
que

A 1 B

A
+

B = [ 2 ! ]
(A

,
B)

=
tr (AT Bl = 0

Donc A
-

B

Of -x
,
fact E

(x
, 02) = (x

,
0

+ 07) = (x
,

02) + (1
,
0) =

2xx
,
0)

>(x , 0z) = 0

·
Xx-

,
7x

, x
= 0 =7x = 0 par definité de L ,


