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ALGEBRE LINEAIRE ET BILINEAIRE

Devoir surveillé 3
7 quin 2023

< Consignes >
Durée : 90 mn

» Les documents et les supports électroniques sont interdits.
» L’épreuve est composée de 3 exercices indépendants.

Important

» Veuillez écrire lisiblement votre NOM et votre PRENOM et en lettres majuscules.
» Veuillez également noter le NOM ou le NUMERO de votre groupe sur votre copie.

Tout manquement a ces consignes entrainera des sanctions.

< Sujet de I'épreuve >

Exercice 1. (5 points)

Résoudre le systéme différentiel linéaire
x =5x—Ty+ Tz
y =3z — 3y + 5z
2 =3r—y+3z

5 =7 7
Réponse. On pose la matrice A= |3 —3 5| et on rééerit le systéme sous forme matricielle
3 -1 3

X'(t)=AX(t), X = |yt

Pour réduire la matrice A on calcule son polynéme caractéristique :

paAX)=56-X)(-3-X)3—-X)—-21-5x21-21(-3—-X)+5(56—-X)+21(3—X)
=—X?+5X>+9X —45-21—5x21+3 x 21 + 21X +25 — 5X +3 x 21 — 21X
=-X?+5X%+4X —-20
= —(X -2)(X?-3X —10)
=—(X-2)(X -5)(X+2).
La matrice A est donc diagonalisable puisque pa est scindé a racines simples. En résolvant des

systemes linéaires on trouve les vecteurs propres associ€s auxr valeurs propres 5, 2 et —2, on
obtient

5 0 0 1 0 2
A=PDP ' awvecD=10 2 0| e¢tP=1]1 1 1
00 —2 11 -1




On en déduit, avec Y = P71 X

X' =AX &Y' =DY

et
SY(t) = | cpe* ci,c2,c3 €R
cae—2t
cpe5t
& X(t) =P | coe? R
- 2€ C1,C2,C3 S
P
c1€% + 2¢5e™2t
& X(t) = | cre® + cae® + cze™ c1,c2,c3 ER

165 + coe?t — cze~2t

Conclusion : L’ensemble des solutions du systéme différentiel linéaire homogéne est :

z(t) = 1”4 2cze™

y(t) = c1e% + c2e® + c3e7?  avec c1,ca,c3 €R.
2(t) = c1€” + et — cge™

Exercice 2. (7 points)

On fixe a,b € R. Pour tout « = (21, z2) et y = (y1,y=2) on pose
(z,y) = ax1ys + br1ys + 321 + T2Y2-
1. Montrer que pour tout a,b € R, ¢ est une forme bilinéaire sur R? x R2.
2. Montrer que ¢ est symétrique si et seulement si b = 3.

3. On fixe b = 3. Montrer que pour tout & = (21, z3) :
oz, ) = (a — 9)a? + (3z1 + 22)°.
4. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur a pour que ¢ soit un produit scalaire.
Dans la suite de I'exercice on fixe a = 13 et b = 3.

5. Montrer que les vecteurs v; = (1, 1) et vo = (1, —4) sont orthogonaux pour le produit scalaire ¢.
6. En déduire {v;}+.

7. Transformer la base B = {v1,v2} en une base orthonormale de R2.

Réponse. 1. e Forme : ¥Y(z,y) € R? x R?, ¢(x,y) € R puisque c’est une somme de réel.
R? est un R-espace vectoriel donc ¢ est bien une forme.

o Linéaire & gauche : Vz,z',y € R?, A€ R

(@ + Aa',y) = alwr + \eh )y + blan + A )ye + B(wz + Azh)ys + (w2 + Azh)ys
= ax1y1 + br1ys + 3x2y1 + w2y + A axiyr + briys + 3xhyr + 2hy2)
= ¢(x,y) + Ap(2',y)

donc ¢ est linéaire par rapport au premier argument.

e Linéaire a droite : Yx,y,y' € R?, A€ R

oz, y+ Ny') = ax1(y1 + Ayy) + bra(y2 + Ays) + 3za(y1 + Ayh) + z2((y2 + Ays)
= am1y1 + br1y2 + 3way1 + T2y2 + Aax1y] + br1yh + 3x2y] + T2ys)
= ¢(z,y) + Ao (z,y")




donc ¢ est linéaire par rapport au second argument.

Conclusion : ¢ est une forme bilinéaire sur R% x R2.

. Raisonnons directement par équivalence :

b est symétrique < V(z,y) € RZ x R?  é(z,y) = ¢(y, )

S V(z,y) €R?* xR?  awyyy + br1ys + 3w2y1 + Toys = ax1y1 + brays + 321y2 + Toye
e VY(z,y) €R*xR? (b—3)z1y2 = (b — 3)z21n

S b=3.

. Pour b =3 et pour tout x € R on a

(a— 923 + (321 + 22)% = (a — 9)a? + 927 + 6120 + 23
= aa:% + 3x129 4+ 32021 + 33%
= ¢(.’£, CU)
. Pour b = 3 on sait que ¢ est une forme bilinéaire symétrique. 1l s’agit donc de trouver une
condition nécessaire et suffisante sur a pour que ¢ soit définie et positive.
e ¢ est positive si pour tout v € R?, ¢(x,x) > 0. En particulier, pour x = (1,—-3) on a
#(1,-3)>0=(a—912+0*>0=0a>9

donc a > 9 est une condition nécessaire pour que ¢ soit positive. De plus, elle est
suffisante puisque si a > 9 alors pour tout x € R?, ¢(x,x) > 0 comme somme de
termes positifs.

e ¢ est définie si ¢(x,x) =0 = (0,0). Poura>9 on a (somme de termes positifs)

a#9
B (a—9)2? =0 f a=9
¢(z,z) =0& Sz =0 ou
3x1+x2=0 20 =0 To = —311
5=

On en déduit que ¢ est positive et définie si et seulement si a > 9.
Conclusion : ¢ est un produit scalaire si et seulement si a > 9.
. Par calcul direct
P(v1,v2) =13 x1x14+3x1x(—4)+3x1x1+1x(-4)=0
donc v1 et vg sont orthogonaux pour le produit scalaire ¢.
. Soit x = (x1,72) € R?,

€ {v}t e d(x,v)=0
< 1321+ 321+ 322+ 29 =0

& ro = —4xq.

On en déduit que {v1}+ = Vect(vs).




7. La base B est déja orthogonal, il nous suffit donc de la normaliser.

[o1] = V(v v1) = V20 =2V5,  [va]| = \/$(v2,v2) = V5.

On en déduit la base orthonormale B = {01,032} avec

() (%)

Exercice 3. (8 points)

On considére E = Ry[X]. Pour tout P,Q € E, on pose
(P,Q) = P(-1)Q(-1) +2P(0)Q(0) + P(1)Q(1).
1. Montrer que (-, -) est un produit scalaire.
On notera || - || la norme associée au produit scalaire (-, -).
2. Calculer la norme du polynéme constant P = 1. On notera Py = ﬁ

3. Mountrer que le polynéme P = X est orthogonale & Py pour le produit scalaire (-, ).

4. Calculer || X]||. On notera P; = Hﬁ—”

5. On pose Q = X2 — (X2, P))Py — (X2, P)P; et Py = ﬁ Calculer les coefficients de Ps.

6. Montrer que (P, Pi, P») forme une base orthonormée de Rz[X] pour le produit scalaire (-, -).

Réponse. 1. Montrons que (-,-) est une forme bilinéaire symétrique définie positive :

e Forme : lapplication (-,-) va de E, un R-espace vectoriel, dans R.

o Symétrique : Pour tout P,Q € E :
(Q, P) = Q(=1)P(=1)+2Q(0) P(0)+Q(1) P(1) = P(-1)Q(-1)+2P(0)Q(0)+P(1)Q(1)
e Bilinéaire : Pour tout P,P,Q € E et \€ R :
(P+AP,Q) = (P(=1) + AP(=1))Q(~1) +2(P(0) + AP(0)Q(0) + (P(1) + AP(1)Q(
)

= P(—1)Q(—1) + 2P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + A(P(-1)Q(—1) + 2P(0)Q(0)
=(P,Q) + XP,Q).

Comme (-,-) est symétrique, on en déduit qu’elle est bilinéaire.

e Positive : Pour tout P € E:
(P,P) = P(—1)*+2P(0)* + P(1)>>0

comme somme de termes positifs.
e Définie :
P(-1)
(P,P) =0« P(-1)2+2P(0)2+ P(1)2’=0<{ P(0)
P(1)

I
o o o

En d’autres termes, (P, P) = 0 si et seulement si P admet trois racines distinctes —1,
0 et 1. Or les éléments de P sont des polynémes de degrée < 2 donc le seul élément
de P qui admet plus de deuzx racines est le polynome nul. Ainsi

(P,P) =0« P =0.

= (P, Q).

1)
+P(1)Q(1)




2. Pour P=1ona

1P| =V (P P)=vVIx1+2xIx1+1x1=2
donc Py = %
3. Calculons le produit scalaire :

1 1 1
(X,f):—1><7+2><0><§+1><§:0

donc X et Py sont orthogonauz.

4. On calcule

1X]|=V/(X,X)=1v/-1x (1) +2x0x0+1x1=1+2

_ 1
doncPl—ﬁX,
5. D’une part
1 1 1
o) = (— X —+2X X — + X — =
X? P 1P xS +2x0?x o +12x o =1
et d’autre part
1 1 1
(X2, P) = (-1 x —=(-1) +2x0* x —=0+ 1 x —=1=0.
V2 V2 V2
On en déduit que
Q:X2—1><1—0><P1:X2_1,
2 2
De plus,
1\2 1\ 2 1\ 2
19l = Vi@ Q) = <<1>22> +2(02) +<12> .
donc X
Py=X?—~.
2

6. Par construction on sait que les polynémes Py, P, et Py sont de norme 1 et on sait déja
que Py 1 Py. Vérifions que Py est orthogonal ¢ Py et Py :

(Py, Py) = ((—1)2—;);+2(0—;);+(1—;>;=0.

1\ —1 1 0 1 1
Py, P)=((-1)?2— = +2<0—>+<1—):0
<21><()2>ﬂ 2) V2 2) V2
On en déduit que (Py, Py, P2) est une famille libre de Ro[X], c’est donc une base puisque

dim(Rz[X]) = 3. Ses éléments sont tous de norme 1 et orthogonaur deuz & deuz : c’est
une base orthonormeée.




