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Sujet pour les groupes de TD : 1, 3 et 4.

/ Consignes .

Durée : 90 mn

I Les documents et les supports électroniques sont interdits.
I L'épreuve est composée de 4 exercices indépendants.

/ Sujet de l'épreuve .

Exercice 1. (xx points)

Soit E = C1([a, b] ,R). Pour tout f, g ∈ E, on pose

ϕ(f, g) = f(a)g(a) +

∫ b

a

f ′(t)g′(t)dt

Montrer que ϕ est un produit scalaire sur E.

Exercice 2. (xx points)

On considère E = R3[X] muni de son produit scalaire canonique, i.e. :

∀P =

3∑
i=0

aiX
i ∈ R3[X] et ∀Q =

3∑
i=0

biX
i ∈ R3[X]

〈P,Q〉 =
3∑

i=0

aibi

et de sa base canonique B = (1, X,X2, X3).

1) Véri�er que 〈. , .〉 est un produit scalaire sur E.

2) Déterminer la matrice de 〈. , .〉 dans la base B.

3) Déterminer la matrice de 〈. , .〉 dans la base B′ = (1, 1 +X, 1 +X2, 1 +X3) de E.

4) Soit F le sous-ensemble de E dé�nit par

F = {P ∈ E : P (0) = P (−1) = P (1) = 0}

a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

b) Déterminer une base de F .
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c) Déterminer F⊥. On rappelle que si F = V ect(P1, . . . , Pn), alors

F⊥ = {P ∈ E : ∀i ∈ [[1, n]] ;P ⊥ Pi}

Exercice 3. (xx points)

On travaille dans Rn muni de son produit scalaire canonique i.e. :
∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, ∀y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi

Montrer que

n2 ≤

(
n∑

i=1

√
i

)2

≤ n2(n+ 1)
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Indication : penser à l'inégalité de Schwarz,

〈x, y〉2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉

Exercice 4. (xx points)

Soit B = (e1, e2) la base canonique de R2. Considérons la forme sur R2 suivante

ϕ(x, y) = (x1 + x2)(y1 + y2) + x1y1 + x2y2 ∀x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2

a) Montrer qu'il existe A ∈M2(R) telle que

ϕ(x, y) = XTAY avec X = MB(x) et Y = MB(y)

b) Véri�er que ϕ est un produit scalaire sur R2.

c) Donner la matrice de ϕ dans la base canonique B. B est-elle orthonormale selon ϕ ?

d) On rappelle que la norme euclidienne associée à un produit scalaire ϕ est dé�nie par

‖x‖ =
√
ϕ(x, x)

Expliciter la norme euclidienne ‖.‖ associée à ϕ. Calculer la norme du vecteur e1 = (1, 0).
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