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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.
Le sujet comporte trois exercices. Lordre dans lequel ceux-ci sont traités n'est pas imposé.
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Exercice 1. [9 points]
Les questions sont indépendantes. K désigne R ou C, E est un K-espace vectoriel de dimension finie n,

B =(ey,.., e,) est une base fixée de E et f un endomorphisme de E.
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1. Quels sont les valeurs propres de I'endomorphisme nul de E?

3 2. 4
2. On suppose que la matricede f dans BestM=| -1 3 I
-2 -1 -3

(a) 2 est-il valeur propre de f?
(b) Le vecteur 2e; + e, + e; est-il un vecteur propre de [ ?

. Pourquoi un vecteur de E ne peut-il étre vecteur propre relativement a deux valeurs propres dis-

tinctes?

. {Vrai ou FFaux)

(a) Est-il vrai que si A est une valeur propre de [ et si P est un polynéme annulateur de [ alors A est
racine de P?

(b) Est-il vrai que si A est une racine d'un polyndme annulateur de [ alors A est une valeur propre
de [?

5. Montrer que si f%—2f + Id; =0 alors 1 est valeur propre de f.
6. Montrer qu'il existe toujours au moins un scalaire « tel que f —ald; est bijectif.

1 0 1
. Lamatnice M=| 0 1 0 |est-ellediagonalisable?
00 1
. On considére la matrice
I a & ¢
01 d e
% 5§ ~a f
0 0 0 -l

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (a, b, ¢, d, e, f) pour que A soit diagonalisable.
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Exercice 2. [5 points]
Soit [ I'endomorphisme de R,[ X ], défini, pour tout P € R,[ X ], par:

2.
3.

fP)=(2X +1)P =(X*=1)P'

Donner la matrice A de f dans la base canonique de R,[X].
Déterminer le polyndme caractéristique que f.
Si c'est possible diagonaliser f.

Exercice 3. [10 points)
Soit A la matrice de M,(R) suivante :
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A=

| |
S A
P e —
N s

Déterminer le polydme caractéristique de A.

Montrer que A est diagonalisable.

Déterminer une matrice inversible P et une matrice diagonale D tels que A= PDP™",
Calculer P,

Exprimer pour tout n la matrice A" a l'aide de P, D, P~ et n. En déduire que pour tout entier naturel
k, A*t*) = A et A** = A%, Calculer A%,

On considére les trois suites réelles (1, )0, (Vn)nso €t (W, )nao définies par leur premier terme iy, v,
et wy et les relations de récurrence suivantes :
Upe) = =3Uy+Vp+3W,
U,,” = —4“,,+U,,+4w"
wnyl - —2“,,4‘0,, 'I'ZIU,,
Uy
Onpose X, =| v,
W

(a) Exprimer X, en fonction de A, n et X,.
(b) En déduire u,, v, et w, en fonction de n.
2

On suppose que Xp=| |
2

(a) Déduire de ce qui précede I'expression de (1, )pen. (Vg )pen €t (10 ) pen.

(b) Montrer que dans ce cas, les suites (1, )nen, (Un ) nen €t (wy)pen sont constantes a partir d'un cer-
tain rang a préciser. Quelles sont les limites des suites (1, )N, (v )nen et (W, pen.

|

On suppose icique Xo=| 2 |. Exprimeren fonction de la parité de n1'expression des suites (14, ) pen,
0

(U )nen €t (Wy)pen. Préciser lesquelles n'ont pas de limite.
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