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Pourquoi vous enseigne-t-on les mathématiques :

1) pour la construction de votre esprit

===) acquerir la logique mathématique
m==) acqueérir la démarche scientifique

===) ['intelligence d’'un individu se mesure a la largesse de ses
connaissances et non a son niveau de spécialisation

2) pour décrire des phénomenes et prédire leurs évolutions

===) physique, biologie, informatique, chimie, climatologie,...
m==) finance, économie, médecine,...

m==) sociologie, psychologie
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érobléme , \

Vous connaissez parfaitement les fonctions
(programme d’Analyse préeING 1)

f: R—R

\_ /
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érobléme ; \

Vous connaissez parfaitement les fonctions
(programme d’Analyse préeING 1)

f: R—R

\I\/Iais on décrit peu de chose avec des fonctions scalaires d’une variable/

Exemples :

‘ En thermodynamique : I'énergie interne U
UT,P): R xRt —» R
mmm)  En électromagnétisme :

E.B B3 — » [R3
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‘ Généralisation aux fonctions de la forme

f: R — R"




2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques prelNG 2

‘ Généralisation aux fonctions de la forme

f: R — R"

Or, comme vous l'avez vu en lere année, il faut également étudier
la structure des ensembles sur lesquels ces fonctions sont définies

‘ Topologie (ouvert, fermé,...)
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Chapitre 2 : Espace Vectoriel Normé

Eléments de topologie dans R"

(a) de norme et de distance

(b) de boule ouverte et de boule fermée

(c) douvert, de fermé et de compact

(d) et enfin, d'intéricur et d’adhérent

Suites d’éléments d’un EVIN

de convergence

de suites extraites et de valeurs d’adhérence

(a)

(b)

(¢) de suite de Cauchy
)

(d) et enfin, d’espace complet et de Banach
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Chapitre 3: Limite et Applications
Continues

(a) de limite

(b) de continuité et de continuité uniforme
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Chapitre 3: Limite et Applications
Continues

(a) de limite

(b) de continuité et de continuité uniforme

Chapitre 4 : Calcul différentiel du ler ordre

(a) de dérivées partielles d'ordre 1
(b) de différentiabilité
(¢) de classe C*

(d) équations aux dérivées particlles d'ordre 1
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Chapitre 5: (Calcul différentiel d’ordre
supérieur

(a) dérivées partielles d'ordre supérieur a 1
(b) classe C*
(¢) équations aux dérivées partielles d’ordre 2

(d) recherche des extremums d’une fonction de R dans R
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1. Comprendre les mathématiques ne signifie pas connaitre
par coeur les définitions et les théoremes

2. Comprendre un théoreme ne signifie pas connaitre
par coeur sa démonstration

3. Savoir faire des mathématiques ne signifie pas de ne
pas faire appel a l'intuition ou de ne pas avoir d'image
mentale

Parfois, la rigueur mathématique et I'apprentissage quasiment automatique que
vous faites des définitions, des théoremes et des démonstrations semblent étre
un frein a votre compréhension
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Soit g et f deux applications C! de R dans R

Soit h=go f

Ve € R, h(z) = g(f(x))

Question :
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Définition mathématique
w(z +dr) —w(x)

T dz—0 dx
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Définition mathématique
w(z +dr) —w(x)

T dz—0 dx

on peut connaitre cela par coeur
sans rien comprendre a sa signification
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Définition mathématique

dw
(1) = — = i
w(z) dx dalcglo dx
)
Définition graphique
w(x + dx)
w(z)

T+ dx T
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Définition mathématique

dw w(xr +dx) —w(x)
/ _ l.
SO T @
w
Définition graphique A
w(z + dz) b el
w(z) [5--

I
I
!
o
! !
/ "dr!
| B
r zT+dx

Définition littéraire

la dérivée de w en x est la variation de w en x par unité infinitésimale de
distance au point x
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par la méthode classique

W(z) = lim h(x + dx) — h(x)
dax—0 dx
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par la méthode classique

_ i U+ de)) — g(f(2))

daz—0 dax
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par la méthode classique

h(x + dx) — h(x)

hi(z) = dlziglo dx
_ i U+ de)) — g(f(2))
dx—0 dx

o [eU@ tdn) —g(7@) | S+ dn) — f(a)
dz—0 flz+dz) — f(x) dx
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par la méthode classique

h(x + dx) — h(x)

hi(z) = dlziglo dx
_ i U+ de)) — g(f(2))
dx—0 ] dx
_ tim g(f(z+dzx)) —g(f(x))  flz+dz)— f(x)
dz—0 flz+dz) — f(x) dx
o (9t d)) - g(f(m))] b | St dr) - f(m)]
dz—0 flz+dz) — f(x) dz—0 dx
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par la méthode classique

h(x + dx) — h(x)

hi(z) = dlziglo dx
_ i U+ de)) — g(f(2))
dx—0 ] dx
_ tim g(f(z+dzx)) —g(f(x))  flz+dz)— f(x)
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par la méthode classique

h(x + dx) — h(x)

h'(z) = lim

dx—0 dx
_ i U+ de)) — g(f(2))
dx—0 ] dx
i g(f(xz+dx)) —g(f(x)  f(x+dx)— f(z)
dz—0 flx+dx) — f(x) dx
i |9U @t d2)) —g(f(2) | | f(@ +do) — f(2)
 dz—0 ] flz+dz) — f(x) dz—0 dx
e T | 9@+ d2)) — g(f(2))
A )dlmaol flx +dx) — f(z) ]
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par la méthode classique

h(xz) = f'(x) lim

dx—0

g(f(z+dx)) —g(f(z))
f(x +dz) — f(x)
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par la méthode classique

h(xz) = f'(x) lim

dx—0

g(f(z+dx)) —g(f(z))
f(x +dz) — f(x)

posons

k= f(x+dzr) — f(x)
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par la méthode classique

h(xz) = f'(x) lim

dx—0

g(f(z+dx)) —g(f(z))
f(x +dz) — f(x)

posons

k= f(x+dzr) — f(x)

‘ lim k= lim [f(z+dx)— f(x)] =0

dx—0 dxr—0
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par la méthode classique

h(xz) = f'(x) lim

dx—0

g(f(z+dx)) —g(f(z))
f(x +dz) — f(x)

posons

k= f(x+dzr) — f(x)

‘ lim k= lim [f(z+dx)— f(x)] =0

dx—0 dxr—0

. g(f(x+dx)) —g(f(x))
fx +dx) — f(x)

dax—0)
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par la méthode classique

h(xz) = f'(x) lim [

dx—0

g(f(z+dx)) —g(f(z))
f(x +dz) — f(x)

posons

k= f(x+dzr) — f(x)

‘ lim k= lim [f(z+dx)— f(x)] =0

dx—0 dxr—0

. lg(f(:r + dx)) — g(f(m))] . lg(f(m) +k) — g(f(r))]
dz—0 flx+dzx) — f(x) k—0 k
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par la méthode classique

h(xz) = f'(x) lim [

dx—0

g(f(z+dx)) —g(f(z))
f(x +dz) — f(x)

posons

k= f(x+dzr) — f(x)

‘ lim k= lim [f(z+dx)— f(x)] =0

dx—0 dxr—0

. lg(f(:r + dx)) — g(f(m))] . lg(f(m) +k) — g(f(r))]
dz—0 flx+dzx) — f(x) k—0 k

=4 (f(x))
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|

Par la méthode classique

h(xz) = f'(x) lim [

dx—0

g(f(z+dx)) —g(f(z))
f(x +dz) — f(x)

posons

k= f(x+dzr) — f(x)

‘ lim k= lim [f(z+dx)— f(x)] =0

dx—0 dz—0
. lg(f(:r + dx)) — g(f(m))] . lg(f(m) +k) —g(f(2))
dz—0 flx+dzx) — f(x) k—0 k

=4 (f(x))

Finalement

Mathématiques preIlNG 2

|
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par cas limites

Cas limite 1 : Si f'(x) =0
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par cas limites

Cas limite 1 : Si f'(2) =0

alors pour dz — 0 flz +dx) = f(x)
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par cas limites

Cas limite 1 : Si f'(2) =0

alors pour dz — 0 flz +dx) = f(x)

On a donc
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par cas limites

Cas limite 1 : Si f'(2) =0

alors pour dz — 0 flz +dx) = f(x)

On a donc
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par cas limites

Cas limite 1 : Si f'(2) =0

alors pour dz — 0 flz +dx) = f(x)

On a donc

d’on 'on déduit
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par cas limites

Cas limite 1 : Si f'(2) =0

alors pour dz — 0 flz +dx) = f(x)

On a donc

=222 |x f'(z) ]
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par cas limites

Cas limite 2 :

Si g(f(x)) est constant en X = f(x)
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par cas limites

Cas limite 2 :

Si g(f(x)) est constant en X = f(x)

alors en x + dx (avec de — 0)

g(f(x+dx)) = g(f(x))
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par cas limites

Cas limite 2 :

Si g(f(x)) est constant en X = f(x)

alors en x + dx (avec de — 0)

g(f(x+dx)) = g(f(x))

Donc

W(z)=0
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[ [lustration:  dérivée d’une composée de fonctions ]

Par cas limites

Cas limite 2 :

Si g(f(x)) est constant en X = f(x)

alors en x + dx (avec de — 0)

g(f(x+dx)) = g(f(x))

Donc

W(z)=0

Finalement

h'(z) =g (f(z)) x f'(=)
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Derniére Remarque :

Nous allons étudier les applicationsd’'un espace vectoriel quelconque a un
autre espace vectoriel quelconque
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Derniére Remarque :

Nous allons étudier les applicationsd’'un espace vectoriel quelconque a un
autre espace vectoriel quelconque

vous connaissez les applications de R dans R

espace vectoriel
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Derniére Remarque :

Nous allons étudier les applicationsd’'un espace vectoriel quelconque a un
autre espace vectoriel quelconque

vous connaissez les applications de R dans R

espace vectoriel

Les définitions et les théorémes contiennent
en cas limite tout ce que vous connaissez
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Etudier les fonctions de plusieurs variables
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Objectif du cours :

Etudier les fonctions de plusieurs variables

‘ Généralisation des notions de :

- limites

Ve>0, In>0/|zr—a|l<n==|f(z) -1l <e
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Objectif du cours :

Etudier les fonctions de plusieurs variables

‘ Généralisation des notions de :

- limites

- continuité
- dérivée

- dérivabilité

Ve>0, In>0/|zr—a|l<n==|f(z) -1l <e
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Objectif du cours :

Etudier les fonctions de plusieurs variables

‘ Généralisation des notions de :

- limites

- continuité
- dérivée

- dérivabilité

> mm) ouvert, fermé, ....?

J

Ve>0, In>0/|z—al<n==|flz) -1l <e¢
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Objectif du cours :

Etudier les fonctions de plusieurs variables

‘ Généralisation des notions de :

- limites

- continuité
- dérivée

- dérivabilité

> mm) ouvert, fermé, ....?

Ve>0, In>0/|z—al<n==|flz) -1l <e¢

Comment généralise-t-on les notions de norme, de distance,
d’ouvert, de fermee,... dans le cas d’'un espace vectoriel quelconque ?
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Définition 1 : (norme)

Soit E un espace vectoriel. Soit ||-|| une application de E dans R. ||-|| est
une norme sur F, si, et seulement si, 'application vérifie les 3 propriétés
suivantes

l. Ve e E, ||z]| =0 = 2 = 0g (séparation)
2. Ve e E, VAR, | Az| = |A]|x (absolue homogénéité)
3. Ve,y € B, ||z +y| < || + [y (inégalité triangulaire)

On dira alors que (E, ||-]|) est un espace vectoriel normé (EVN).




2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Définition 1 : (norme)

Soit E un espace vectoriel. Soit ||-|| une application de E dans R. ||-|| est
une norme sur F, si, et seulement si, 'application vérifie les 3 propriétés
suivantes

l. Ve e E, ||z]| =0 = 2 = 0g (séparation)
2. Ve e E, VAR, | Az| = |A]|x (absolue homogénéité)
3. Ve,y € B, ||z +y| < || + [y (inégalité triangulaire)

On dira alors que (E, ||-]|) est un espace vectoriel normé (EVN).

Remarque 1 : 1.4+ 2.
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Définition 1 : (norme)

Soit E un espace vectoriel. Soit ||-|| une application de E dans R. ||-|| est
une norme sur F, si, et seulement si, 'application vérifie les 3 propriétés
suivantes

l. Ve e E, ||z]| =0 = 2 = 0g (séparation)
2. Ve e E, VAR, | Az| = |A]|x (absolue homogénéité)
3. Ve,y € B, ||z +y| < || + [y (inégalité triangulaire)

On dira alors que (E, ||-]|) est un espace vectoriel normé (EVN).

Remarque 1 : 1.4+ 2.
10£]] =[]0 x 0|l = 0 x [|0g]| =0




2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Définition 1 : (norme)

Soit E un espace vectoriel. Soit ||-|| une application de E dans R. ||-|| est
une norme sur F, si, et seulement si, 'application vérifie les 3 propriétés
suivantes

l. Ve e E, ||z]| =0 = 2 = 0g (séparation)
2. Ve e E, VAR, | Az| = |A]|x (absolue homogénéité)
3. Ve,y € B, ||z +y| < || + [y (inégalité triangulaire)

On dira alors que (E, ||-]|) est un espace vectoriel normé (EVN).

Remarque 1 : 1.4+ 2.
10£]] =[]0 x 0|l = 0 x [|0g]| =0

=g =3 || =10
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Définition 1 : (norme)
Soit E un espace vectoriel. Soit ||-|| une application de E dans R. ||-|| est
une norme sur F, si, et seulement si, 'application vérifie les 3 propriétés

suivantes

l. Ve e E, ||z]| =0 = 2 = 0g (séparation)
2. Ve e E, VAR, | Az| = |A]|x (absolue homogénéité)
3. Ve,y € B, ||z +y| < || + [y (inégalité triangulaire)

On dira alors que (E, ||-||) est un espace vectoriel normé (EVN).

Remarque 1 : 1.4+ 2.
10£]] =[]0 x 0|l = 0 x [|0g]| =0

=g =3 || =10

Remarque 2 :

Vous connaissez un exemple de norme dans [RB? :

‘=\/12+y9+zﬁ

soit X = (z,y,z) alors Hf
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Donnons des exemples de norme sur £ =R" :
Soit & = (xy1,x9, ..., xi, ..., T,) € R™. Alors, les trois applications suivantes
sont des normes

n
lzlly =l |zl =
1=1

I = moe (i)

(2.2)
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Donnons des exemples de norme sur £ =R" :
Soit & = (x1, X9, ..., Ti,...,x,) € R™. Alors, les trois applications suivantes
sont des normes

n
lzlly = il ][5 =
1=1

I = mie (i)

(2.2)

Remarques :

1)Si E =1, alors Vr e E, ||z||, = ||z, = ||z = |z
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Donnons des exemples de norme sur £ =R" :
Soit & = (x1, X9, ..., Ti,...,x,) € R™. Alors, les trois applications suivantes
sont des normes

n
lzlly = il ][5 =
1=1

I = mie (i)

(2.2)

Remarques :

1)Si E =R, alors Va € E, ||2l|, = [|ll, = []l. = |«

2)Si B = R’ alors pour X = (z,y, 2) f

‘:\/I2+y9+32
2

m=m) c'est donc la norme que vous connaissez

m==) on 'appelle norme euclidienne



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Donnons des exemples de norme sur £ =R" :
Soit & = (x1, X9, ..., Ti,...,x,) € R™. Alors, les trois applications suivantes
sont des normes

n

lelly =D li) lzll2 =

1=1

I = mie (i)

y
A
Remarques :
3) Norme 2
P (norme
/, Euclidienne)
e AGS) d
(norme de i
Manhattan) )
\"\__ \\"‘
T~ ‘B (7,2)
0,0) "X
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Veérifions par exemple que ||-||; est bien une norme .
lzlly = ) _ |l
i=1
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Veérifions par exemple que ||-||; est bien une norme ||, = i |24 |
1 = B
=]

\

Gﬂiriﬁcatiﬂn de la lére propriéte :

. _/
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Veérifions par exemple que ||-||; est bien une norme ]|, = i |24 |
1 = e
g=]

\

Gﬂiriﬁcatiﬂn de la lére propriéte :

|z||, =0=Vi, z; =0

. _/
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Veérifions par exemple que ||-||; est bien une norme ]|, = i |24 |
1 = e
g=]

\

Gﬂiriﬁcatiﬂn de la lére propriéte :
|z||, =0=Vi, z; =0

On voit done que ||z||,=0 =z =0g

. _/
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Veérifions par exemple que ||-||; est bien une norme lzll; = i 2

‘N1 = t |

Gfﬁtriﬁcatiﬂn de la lére propriété : ) =1
|z||, =0==Vi, z; =0

On voit donc que |z||,=0 =z =0g

\_
(Ve

érification de la 2éme propriétés : \
Soit x = (x1,2, ...,z,) et A€ B. On a donc Az = (Axy, Aza, ..., Az, ).

Alors

\_ J

J
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Veérifions par exemple que ||-||; est bien une norme ]|, = i |24 |
1 = e
g=]

\

Gﬁriﬁcatiﬂn de la lére propriéte :
|z|l, =0=Vi, z; =0

On voit donc que |[z||,=0 =z =0g

. _/
(Ve

érification de la 2éme propriétés : \
Soit x = (x1,2, ...,z,) et A€ B. On a donc Az = (Axy, Aza, ..., Az, ).

Alors .
Azl =) il
i=1

\_

J
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Veérifions par exemple que ||-||; est bien une norme lzll; = i 2

‘N1 = t |

Gfﬁtriﬁcatiﬂn de la lére propriété : ) =1
|z||, =0==Vi, z; =0

On voit donc que |z||,=0 =z =0g

\_
(Ve

érification de la 2éme propriétés :
Soit x = (x1,2, ...,z,) et A€ B. On a donc Az = (Axy, Aza, ..., Az, ).

Alors
T T
q ||AI||1=Z|M1'|=|A|Z|I£|
i=1 i=1

J
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Veérifions par exemple que ||-||; est bien une norme lzll; = i 2

‘N1 = t |

Gﬂiriﬁcatiﬂn de la lére propriété : ) =1
|z||, =0==Vi, z; =0

On voit donc que |z||,;=0 =z =0g

\_
(Ve

érification de la 2éme propriétés :
Soit x = (x1,2, ...,z,) et A€ B. On a donc Az = (Axy, Aza, ..., Az, ).

Alors
T T
[Axzll, = ZIA:&'I = | Al Z|Ii| = [Al =]l
i=1 =1

\_

J
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Veérifions par exemple que ||-||, est bien une norme e
s lelly = D ]
Gﬂiriﬁcatiﬂn de la lére propriété : ) =1
|zl =0==Vi, ;=0

On voit donc que |z||,=0 =z =0g

\_
(Ve

érification de la 2éme propriétés :
Soit x = (x1,2, ...,z,) et A€ B. On a donc Az = (Axy, Aza, ..., Az, ).

Alors
T n
zlly =D il = [AD fal = (A 2],
\_ i=1 i=1
Gériﬁcatiﬂn de la 3éme propriétés . \
Soient x = (21, T9,...,%y) et ¥y = (Y1,Y2, oo, Yn)- |
Alors ¢ +y = (z1 + Y1, .-, Tn + Yn)

J

lz+yll, =

\_
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Veérifions par exemple que ||-||, est bien une norme e
s lelly = D ]
Gﬂiriﬁcatiﬂn de la lére propriété : ) =1
|zl =0==Vi, ;=0

On voit donc que |z||,=0 =z =0g

\_
(Ve

érification de la 2éme propriétés :
Soit x = (x1,2, ...,z,) et A€ B. On a donc Az = (Axy, Aza, ..., Az, ).

Alors
T n
zlly =D il = [AD fal = (A 2],
\_ i=1 i=1
Gériﬁcatiﬂn de la 3éme propriétés . \
Soient x = (21, T9,...,%y) et ¥y = (Y1,Y2, oo, Yn)- |
Alors ¢ +y = (z1 + Y1, .-, Tn + Yn)

J

n
lz+ylly =D lzi + il

\_ J
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Veérifions par exemple que ||-||; est bien une norme ]|, = i |24 |
1 = e
g=]

Gﬂiriﬁcatiﬂn de la lére propriéteé : )
|z||, =0==Vi, z; =0

On voit donc que |z||,=0 =z =0g

- J

(Ve

érification de la 2éme propriétés :

Alors

T n
_ IAzlly =D Pl = [A]) |zl = [A |zl
i=1 i=1

Soit x = (x1,x2, ...,z,) et A€ R. On a donc Az = (Azy, Axa, ...

AT, ).

Gériﬁcatiﬂn de la 3éme propriétés .
Soient x = (21, T9,...,%y) et ¥y = (Y1,Y2, oo, Yn)-
Alors ¢ +y = (z1 + Y1, .-, Tn + Yn)

T

n
_ lz+ylly =D lwi il < (il + [yil)
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Veérifions par exemple que ||-||, est bien une norme e
s lelly = D ]
Gﬂiriﬁcatiﬂn de la lére propriété : ) =1
|zl =0==Vi, ;=0

On voit donc que |z||,=0 =z =0g

\_
(Ve

érification de la 2éme propriétés :
Soit x = (x1,2, ...,z,) et A€ B. On a donc Az = (Axy, Aza, ..., Az, ).

Alors
T n
zlly =D il = [AD fal = (A 2],
\_ i=1 i=1
Gériﬁcatiﬂn de la 3éme propriétés . \
Soient x = (21, T9,...,%y) et ¥y = (Y1,Y2, oo, Yn)- |
Alors ¢ +y = (z1 + Y1, .-, Tn + Yn)

J

T

n
le+ylly =D lwi + il < D (il + [wil) = Nzl + llylly

\ i=1 i=1 )
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L'application suivante est-elle une norme ?

N @ R S5 R
(r,y) — N(z,y)= |4z + Ty|



Analyse dans R"
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~

si N(x,y) =0 alors |4z + Ty| =0

~
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~

si N(x,y) =0 alors |4z + Ty| =0
or [dz+ Tyl =0 =z = —%y

~
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(NON si N(z,y) = 0 alors |4z 4+ Ty| =0 R
or [dz + Ty| =0 ::r::—gy

‘ La 1lére propriété n’est pas vérifiée, donc N
\ n’est pas une norme. )
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L'application suivante est-elle une norme ?

N @ R S5 R
(x,y) — N(zx,y)=|4x + Ty

/NON si N(z,y) = 0 alors |4z 4+ Ty| =0 R
or [dz + Ty| =0 ::r::—gy

‘ La 1lére propriété n’est pas vérifiée, donc N
\ n’est pas une norme. )

Si E = C([0,1],R) : (espace des fonctions continues sur [0, 1] dans R)
Soit f une fonction appartenant & E. Alors les trois normes les plus souvent
utilisées sont

1 1
£l = [ﬁ f(@)de |f||g=\/ [ﬁ 2 (z)dz

|flloe = max ([f(z)])

D<zr<l
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Propriété 1 : (Positivité)

La norme est définie positive : Va, ||z = 0.
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Propriété 1 : (Positivité)

La norme est définie positive : Va, ||z = 0.

démonstration :

Vze E, 0=0g]
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Propriété 1 : (Positivité)

La norme est définie positive : Va, ||z = 0.

démonstration :
Vre E, 0=|0g| = ||z — =
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Propriété 1 : (Positivité)

La norme est définie positive : Va, ||z| = 0.

démonstration :

Ve e E, 0=0g] = |lz — =l < =]l + [ -=|
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Propriété 1 : (Positivité)

La norme est définie positive : Va, ||z| = 0.

démonstration :

Ve e E, 0= 0g| = |z -zl < ||z + || ==l = 2]
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Propriété 1 : (Positivité)

La norme est définie positive : Va, ||z| = 0.

démonstration :

Ve e E, 0= |0g] = |lz =zl < [[=]| + [[ ==l = 2]z]|. Done |jz][ = 0.
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Propriété 1 : (Positivité)

La norme est définie positive : Va, ||z| = 0.

démonstration :
Vr e E, 0=|0g] = |z —=| < ||z|| + ||—z| = 2||z]|. Donc |z[| = 0.

Propriété 2 .

Pour la norme euclidienne : Yo,y € E, ||z +y| = [|z| + ||yl <= = = Ay
avec A € R.




2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Propriété 1 : (Positivité)

La norme est définie positive : Va, ||z| = 0.

démonstration :

Vee E, 0= ||[}E

= ||z — 2l| < |lz]| + [|-2] = 2 lz]|. Done |lz]| > 0.

Propriété 2 .

Pour la norme euclidienne : Yo,y € E, ||z +y| = [|z| + ||yl <= = = Ay
avec A € R.

Démonstration : Admis car cela fera 'objet d'une démonstration dans le
cours d’'algébre bilinéaire.
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Propriété 1 : (Positivité)

La norme est définie positive : Va, ||z| = 0.

démonstration :
Vr e E, 0=|0g] = |z —=| < ||z|| + ||—z| = 2||z]|. Donc |z[| = 0.

Propriété 2 .

Pour la norme euclidienne : Yo,y € E, ||z +y| = [|z| + ||yl <= = = Ay
avec A € R.

Démonstration : Admis car cela fera 'objet d'une démonstration dans le
cours d’'algébre bilinéaire.

A ceci n’est en général pas vrai (voir polycopié p.15-16)
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Propriété 3 : (2nd inégalité triangulaire)

Yo,y € (B, (I, [l =yl = [zl = [yl

démonstration :
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Propriété 3 : (2nd inégalité triangulaire)

Yo,y € (B, (I, [l =yl = [zl = [yl

démonstration :

v,y Izl = llz =y +yl
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Propriété 3 : (2nd inégalité triangulaire)

Yo,y € (B, (I, [l =yl = [zl = [yl

démonstration :

v,y Izl = llz =y +yll < llz =yl + |yl
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Propriété 3 : (2nd inégalité triangulaire)

Yo,y € (B, (I, [l =yl = [zl = [yl

démonstration :

v,y Izl = llz =y +yll < llz =yl + |yl

= lle =yl = [zl = flyll
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Propriété 3 : (2nd inégalité triangulaire)

Yo,y € (B, (I, [l =yl = [zl = [yl

démonstration :

v,y Izl = llz =y +yll < llz =yl + |yl

= lle =yl = [zl = flyll

lyll = lly = =+ =|
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Propriété 3 : (2nd inégalité triangulaire)

Yo,y € (B, (I, [l =yl = [zl = [yl

démonstration :

v,y Izl = llz =y +yll < llz =yl + |yl

= lle =yl = [zl = flyll

lyll =Ny = = + || < [ly — =l + [l=|
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Propriété 3 : (2nd inégalité triangulaire)

Yo,y € (B, (I, [l =yl = [zl = [yl

démonstration :

v,y Izl = llz =y +yll < llz =yl + |yl

= lle =yl = [zl = flyll

lyll =Ny = = + || < [ly — =l + [l=|

== |l —yll = llyll = [l=]
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Propriété 3 : (2nd inégalité triangulaire)

Yo,y € (B, (I, [l =yl = [zl = [yl

démonstration :

v,y Izl = llz =y +yll < llz =yl + |yl

= lle =yl = [zl = flyll

lyll =Ny = = + || < [ly — =l + [l=|

== |l —yll = llyll = [l=]

On voit donc que

Iz =yl = max(lly|| = |||, =]l = llyll)
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Propriété 3 : (2nd inégalité triangulaire)

Yo,y € (B, (I, [l =yl = [zl = [yl

démonstration :

v,y Izl = llz =y +yll < llz =yl + |yl

= lle =yl = [zl = flyll

lyll =Ny = = + || < [ly — =l + [l=|

== |l —yll = llyll = [l=]

On voit donc que

I =yl =2 max(llyl| = ll=[l, =]l = llyll) = [l = lyll]
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Définition 2 : (normes équivalentes)

Soit E un espace vectoriel muni de deux normes ||, et |-||,. Alors,
on dit que ||| est équivalent a .||, si, et seulement si, il existe o, 3 > 0

tels que
Ve e B, alzl, < |z, < 8|z,

Cette relation est bien une relation d’équivalence :
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Définition 2 : (normes équivalentes)

Soit E un espace vectoriel muni de deux normes ||, et |-||,. Alors,
on dit que ||| est équivalent a .||, si, et seulement si, il existe o, 3 > 0

tels que
Ve e B, alzl, < |z, < 8|z,

Cette relation est bien une relation d’équivalence :

1. Réeflexavite :
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Définition 2 : (normes équivalentes)

Soit E un espace vectoriel muni de deux normes ||, et |-||,. Alors,
on dit que ||| est équivalent a .||, si, et seulement si, il existe o, 3 > 0

tels que
Ve e B, alzl, < |z, < 8|z,

Cette relation est bien une relation d’équivalence :

1. Réeflexavite :

ve e E, ||, < |zl < ||,
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Définition 2 : (normes équivalentes)

Soit E un espace vectoriel muni de deux normes ||, et |-||,. Alors,
on dit que ||| est équivalent a .||, si, et seulement si, il existe o, 3 > 0

tels que
Ve e B, alzl, < |z, < 8|z,

Cette relation est bien une relation d’équivalence :

1. Réeflexavite :

ve e E, ||, < |zl < ||,

mem) -, est équivalent & ||,
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2. Symétrie ;. Si |||, est équivalent a ||-||, alors |[[-||, est équivalent a ||-|| .
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2. Symétrie ;. Si |||, est équivalent a ||-||, alors |[[-||, est équivalent a ||-|| .

démonstration :

Considérons que ||-||,, est équivalent a ||-||,
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2. Symétrie : Si |||, est équivalent a ||-||, alors |[[-||, est équivalent a ||-|| .

démonstration :

Considérons que ||-||,, est équivalent a ||-||,

mm) o, 8>0/VeeE, alz|, < |zl, < 8|,
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2. Symétrie : Si |||, est équivalent a ||-||, alors |[[-||, est équivalent a ||-|| .

démonstration :

Considérons que ||-||,, est équivalent a ||-||,

) o, f>0/VxeE, allzl, < |z, <8 l<l,

Y
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2. Symétrie : Si |||, est équivalent a ||-||, alors |[[-||, est équivalent a ||-|| .

démonstration :

Considérons que ||-||,, est équivalent a ||-||,

) o, f>0/VxeE, allzl, < |z, <8 l<l,

Y

Q}V

§
lzll, < llell
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2. Symétrie : Si |||, est équivalent a ||-||, alors |[[-||, est équivalent a ||-|| .

démonstration :

Considérons que ||-||,, est équivalent a ||-||,

) o, f>0/VxeE, allzl, < |z, <8 l<l,

v N\ 7

Q}V

§
lzll, < llell
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2. Symétrie : Si |||, est équivalent a ||-||, alors |[[-||, est équivalent a ||-|| .

démonstration :

Considérons que ||-||,, est équivalent a ||-||,

) o, f>0/VxeE, allzl, < |z, <8 l<l,

Q}V \.8}[}

]|, < = ][, %”I“b < |l=|l,
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2. Symétrie : Si |||, est équivalent a ||-||, alors |[[-||, est équivalent a ||-|| .

démonstration :

Considérons que ||-||,, est équivalent a ||-||,

) o, f>0/VxeE, allzl, < |z, <8 l<l,

Q}V \.8}[}

]|, < = ][, %”I“b < |l=|l,

m— Vo€ B, gl <lal, < - o,
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2. Symétrie : Si |||, est équivalent a ||-||, alors |[[-||, est équivalent a ||-|| .

démonstration :

Considérons que ||-||,, est équivalent a ||-||,

) o, f>0/VxeE, allzl, < |z, <8 l<l,

Q}V \ﬁ}[}
1

]|, < = ][, %”I“b < |l=|l,

Vr € B, +[lal, < llzl, < = [l

3

donc ||-]|, est équivalent a ||-||,
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3. Transitif :




3. Transitif :

Montrons que :
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Si ||, équivalent a |-}, (1)
< Si |||, équivalent & |||, (2)
_ Alors |||, équivalent a [-[|, (3)
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3. Transitif :

Si |||, équivalent a |-, (1)

A

Montrons que : Si |||, équivalent & |||, (2)

_ Alors |||, équivalent a [-[|, (3)

Deémonstration :

(1) wm) 30,8>0/VzekE, al, < ||, < 8|,
(2) mmmp Iny>0 /VYzekE, gz, < lzll, <,
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3. Transitif :

Si |, équivalent a [, (1)
Montrons que : < Si |||, équivalent & |||, (2)
_ Alors |||, équivalent a [-[|, (3)

Deémonstration :

(1) wm) 30,8>0/VzekE, al, < ||, < 8|,
(2) mmmp Iny>0 /VYzekE, gz, < lzll, <,

)
|z, = nllzl, = nallx|,

) <

lzlle < v llll, < v8 1,
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3. Transitif :

Si |, équivalent a [, (1)
Montrons que : < Si |||, équivalent & |||, (2)
_ Alors |||, équivalent a [-[|, (3)

Deémonstration :

(1) wm) 30,8>0/VzekE, al, < ||, < 8|,
(2) mmmp Iny>0 /VYzekE, gz, < lzll, <,

)
|z, = nllzl, = nallx|,

) <

lzlle < v llll, < v8 1,

) oz, < |z, <48z,
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Réflexif + Transitif + Symétrique = Relation d’équivalence
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Réflexif + Transitif + Symétrique = Relation d’équivalence

Théoréme 1 : (Equivalence des normes)

Soit ' un espace vectoriel de dimension finie. Alors, toutes les normes sur
E sont équivalentes.

Démonstration : admis.
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Réflexif + Transitif + Symétrique = Relation d’équivalence

Théoréme 1 : (Equivalence des normes)

Soit ' un espace vectoriel de dimension finie. Alors, toutes les normes sur
E sont équivalentes.

Démonstration : admis.

{ Ce théoreme va étre fondamental dans la suite du cours }
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Définition 3 : (Distance)

Soit X un ensemble quelconque. L'application d, de X x X — RT,
est une distance sur X, si et seulement si, elle vérifie :

1 VX, Y)e X2, dX,)Y)=0= X=Y
2. V(X,Y) e X2, d(X,Y) =d(Y,X)
3. V(X,Y,Z) e X?, d(X,Y) <d(X,Z)+d(Z,Y)
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Définition 3 : (Distance)

Soit X un ensemble quelconque. L'application d, de X x X — RT,
est une distance sur X, si et seulement si, elle vérifie :

1 VX, Y)e X2, dX,)Y)=0= X=Y
2. V(X,Y) e X2, d(X,Y) =d(Y,X)
3. V(X,Y,Z) e X?, d(X,Y) <d(X,Z)+d(Z,Y)

1. La seule facon pour que la distance entre deux points
soit nulle est que les deux points soient confondus.
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Définition 3 : (Distance)

Soit X un ensemble quelconque. L'application d, de X x X — RT,
est une distance sur X, si et seulement si, elle vérifie :

1 VX, Y)e X2, dX,)Y)=0= X=Y
2. V(X,Y) e X2, d(X,Y) =d(Y,X)
3. V(X,Y,Z) e X?, d(X,Y) <d(X,Z)+d(Z,Y)

1. La seule facon pour que la distance entre deux points
soit nulle est que les deux points soient confondus.

2. La distance est symétrique. La distance entre X et YV
est la méme que la distance entre Y et X.
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Définition 3 : (Distance)

Soit X un ensemble quelconque. L'application d, de X x X — RT,
est une distance sur X, si et seulement si, elle vérifie :

1 VX, Y)e X2, dX,)Y)=0= X=Y
2. V(X,Y) e X2, d(X,Y) =d(Y,X)
3. V(X,Y,Z) e X?, d(X,Y) <d(X,Z)+d(Z,Y)

1. La seule facon pour que la distance entre deux points
soit nulle est que les deux points soient confondus.

2. La distance est symétrique. La distance entre X et YV
est la méme que la distance entre Y et X.

A
. Y = a *
s1 je passe par un autre point Z pour aller de
" *Z X a'Y, au mieux je ne réduis pas la distance
X au pire je fais un détour.
-
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Propriété 4 : (positivité de la distance)

La distance est une application définie positive : ¥(X,Y) € X2, d(X,Y) > 0.
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Propriété 4 : (positivité de la distance)

La distance est une application définie positive : ¥(X,Y) € X2, d(X,Y) > 0.

Démonstration :
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Propriété 4 : (positivité de la distance)

La distance est une application définie positive : ¥(X,Y) € X2, d(X,Y) > 0.

Démonstration :

Y(X,Y)e X2, d(X,X)<d(X,Y)+d(Y,X)
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Propriété 4 : (positivité de la distance)

La distance est une application définie positive : ¥(X,Y) € X2, d(X,Y) > 0.

Démonstration :

Y(X,Y) e X% d(X,X) <d(X,Y)+d(Y,X) mmm) 0<2d(X,Y)
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Propriété 4 : (positivité de la distance)

La distance est une application définie positive : ¥(X,Y) € X2, d(X,Y) > 0.

Démonstration :

Y(X,Y) e X% d(X,X) <d(X,Y)+d(Y,X) mmm) 0<2d(X,Y)

Propriété 5 : (Distance associée a une norme)

Soit (E,|[|-]]) un EVN. Alors, on appelle distance associée a la norme
||, 'application d définie par

d : ExE — Rt
XY = dX,Y)=|X-Y]|

Démonstration qu’il s’agit bien d'une distance :

p.19
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Propriété 6 :

Soit (E,||-]]) un EVN et d la distance associée & la norme ||-||. Alors,
d vérifie

VXY € B, VA€ R, d\X,\Y) = |\d(X,Y)
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Propriété 6 :

Soit (E,||-]]) un EVN et d la distance associée & la norme ||-||. Alors,
d vérifie

VXY € B, VA€ R, d\X,\Y) = |\d(X,Y)

Démonstration :
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Propriété 6 :

Soit (E,||-]]) un EVN et d la distance associée & la norme ||-||. Alors,

d vérifie

VXY € B, VA€ R, d\X,\Y) = |\d(X,Y)

Démonstration :

d(AX,\Y)
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Propriété 6 :

Soit (E,||-]]) un EVN et d la distance associée & la norme ||-||. Alors,

d vérifie

VXY € B, VA€ R, d\X,\Y) = |\d(X,Y)

Démonstration :

dAX,\Y) = [|]AX — AY ||



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Propriété 6 :

Soit (E,||-]]) un EVN et d la distance associée & la norme ||-||. Alors,

d vérifie

VXY € B, VA€ R, d\X,\Y) = |\d(X,Y)

Démonstration :

dAX,AY) = [[AX =AY = [A[| X =Y
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Propriété 6 :

Soit (E,||-]]) un EVN et d la distance associée & la norme ||-||. Alors,

d vérifie

VXY € B, VA€ R, d\X,\Y) = |\d(X,Y)

Démonstration :

dAX,AY) = [[AX =AY || = [A| [ X = Y| = [Ald(X, Y)
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Propriété 6 :

Soit (E,||-]]) un EVN et d la distance associée & la norme ||-||. Alors,

d vérifie

VXY € B, VA€ R, d\X,\Y) = |\d(X,Y)

Démonstration :

dAX,AY) = [[AX =AY || = [A| [ X = Y| = [Ald(X, Y)

Exemples de distance :
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Propriété 6 :

Soit (E,||-]]) un EVN et d la distance associée & la norme ||-||. Alors,
d vérifie

VX,Y € E, VA€ R, d(AX,\Y) = |Ad(X,Y)

Démonstration :

dAX,AY) = [[AX =AY || = [A| [ X = Y| = [Ald(X, Y)

Exemples de distance :

d @ R2xR:2 — Rt
(X,Y) = dX)Y)=|X-Y|,=(x1—11)*+ (x2 — y2)?

X = (71, 72)
avec
Y = (y1, 12)
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Propriété 6 :

Soit (E,||-]]) un EVN et d la distance associée & la norme ||-||. Alors,
d vérifie

VX,Y € E, VA€ R, d(AX,\Y) = |Ad(X,Y)

Démonstration :

dAX,AY) = [[AX =AY || = [A| [ X = Y| = [Ald(X, Y)

Exemples de distance :

d @ R2xR:2 — Rt
(X,Y) = dX)Y)=|X-Y|,=(x1—11)*+ (x2 — y2)?

X = (I]_, IQ} . .
avec distance associée a la norme ||||2
Y = (y1, 42)
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Soit E un espace vectoriel quelconque. Soit

dy : ExE — Rt
0 siX=Y
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Soit E un espace vectoriel quelconque. Soit
dy : ExE — Rt

0 siX=Y

Vérifions qu'il s’agit bien d'une distance
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Soit E un espace vectoriel quelconque. Soit

dy : ExE — Rt
0 siX=Y

Vérifions qu'il s’agit bien d'une distance

a) S1 X =Y alors dyp(X,Y) = 0 par construction.
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Soit E un espace vectoriel quelconque. Soit
dy : ExE — Rt

(XY) o dx,y)={" A=Y
1 siX#Y

Vérifions qu'il s’agit bien d'une distance

a) S1 X =Y alors dyp(X,Y) = 0 par construction.
Sidp(X,Y)=0alors X =Y
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Soit E un espace vectoriel quelconque. Soit

dg : ExE — Rt
iX =Y
(X:YJ > dﬁ(X:Y): ! ET
1 siX#Y

Vérifions qu'il s’agit bien d'une distance

a) S1 X =Y alors dyp(X,Y) = 0 par construction.
Sidp(X,Y)=0alors X =Y

b) dpy est trivialement symétrique.
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Soit E un espace vectoriel quelconque. Soit

dg : ExE — Rt
1 X =Y
(X:YJ > dﬁ(X:Y): ! ET
1 siX#Y

Vérifions qu'il s’agit bien d'une distance

a) S1 X =Y alors dyp(X,Y) = 0 par construction.
Sidp(X,Y)=0alors X =Y

b) dpy est trivialement symétrique.

c) vérifions si VX, Y, Z, do(X,Y) < dp(X,Z)+ do(Z,Y)
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Soit E un espace vectoriel quelconque. Soit

dg : ExE — Rt
1 X =Y
(X:YJ > dﬁ(X:Y): ! ET
1 siX#Y

Vérifions qu'il s’agit bien d'une distance

a) S1 X =Y alors dyp(X,Y) = 0 par construction.
Sidp(X,Y)=0alors X =Y

b) dpy est trivialement symétrique.

c) vérifions si VX, Y, Z, do(X,Y) < dp(X,Z)+ do(Z,Y)

SiX=Y=2Z2, alors0 <0+ 0 donc OK
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Soit E un espace vectoriel quelconque. Soit

dy : ExE — Rt
0 siX=Y

Vérifions qu'il s’agit bien d'une distance

a) S1 X =Y alors dyp(X,Y) = 0 par construction.
Sidp(X,Y)=0alors X =Y

b) dpy est trivialement symétrique.

c) vérifions si VX, Y, Z, do(X,Y) < dp(X,Z)+ do(Z,Y)

SiX=Y=2Z2 alors0<0+0donc OK
SiX=Y#Z, alors0<1+1donc OK
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Soit E un espace vectoriel quelconque. Soit

dy : ExE — Rt
0 siX=Y

Vérifions qu'il s’agit bien d'une distance
a) S1 X =Y alors dyp(X,Y) = 0 par construction.
Sidp(X,Y)=0alors X =Y
b) dpy est trivialement symétrique.
c) vérifions si VX, Y, Z, do(X,Y) < dp(X,Z)+ do(Z,Y)

SiX=Y=2Z2 alors0<0+0donc OK
SiX=Y#Z, alors0<1+1donc OK
SiX=2Z+#Y, alorsl1<0+1donc OK
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Soit E un espace vectoriel quelconque. Soit
dy : ExE — Rt

0 siX=Y

Vérifions qu'il s’agit bien d'une distance
a) S1 X =Y alors dyp(X,Y) = 0 par construction.
Sidp(X,Y)=0alors X =Y
b) dpy est trivialement symétrique.
c) vérifions si VX, Y, Z, do(X,Y) < dp(X,Z)+ do(Z,Y)

SiX=Y=2Z2 alors0<0+0donc OK
SiX=Y#Z, alors0<1+1donc OK
SiX=2Z+#Y, alorsl1<0+1donc OK
SiX#Y =7, alorsl1<1+0doncOK
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Soit E un espace vectoriel quelconque. Soit

dy : ExE — Rt
0 siX=Y

Vérifions qu'il s’agit bien d'une distance

a) S1 X =Y alors dyp(X,Y) = 0 par construction.
Sidp(X,Y)=0alors X =Y

b) dpy est trivialement symétrique.
c) vérifions si VX, Y, Z, do(X,Y) < dp(X,Z)+ do(Z,Y)

SiX=Y=2Z2 alors0<0+0donc OK
SiX=Y#Z, alors0<1+1donc OK
SiX=2Z+#Y, alorsl1<0+1donc OK
Si XY =2 alors1<1+0donc OK
Si tous différents, alors 1 <1+ 1 donc OK
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Soit E un espace vectoriel quelconque. Soit
dy : ExE — Rt

0 siX=Y

Vérifions qu'il s’agit bien d'une distance
a) S1 X =Y alors dyp(X,Y) = 0 par construction.
Sidp(X,Y)=0alors X =Y
b) dpy est trivialement symétrique.
c) vérifions si VX, Y, Z, do(X,Y) < dp(X,Z)+ do(Z,Y)

SiX=Y=2Z2 alors0<0+0donc OK
SiX=Y#Z, alors0<1+1donc OK
SiX=2Z+#Y, alorsl1<0+1donc OK
Si XY =2 alors1<1+0donc OK
Si tous différents, alors 1 <1+ 1 donc OK

cette distance n'est pas associée 4 une norme: prenons X # Y et A =3
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Soit E un espace vectoriel quelconque. Soit

dy : ExE — Rt
0 siX=Y

Vérifions qu'il s’agit bien d'une distance
a) S1 X =Y alors dyp(X,Y) = 0 par construction.
Sidp(X,Y)=0alors X =Y
b) dpy est trivialement symétrique.
c) vérifions si VX, Y, Z, do(X,Y) < dp(X,Z)+ do(Z,Y)

SiX=Y=2Z2 alors0<0+0donc OK
SiX=Y#Z, alors0<1+1donc OK
SiX=2Z+#Y, alorsl1<0+1donc OK
Si XY =2 alors1<1+0donc OK
Si tous différents, alors 1 <1+ 1 donc OK

cette distance n'est pas associée 4 une norme: prenons X # Y et A =3

dp(3X,3Y) = 1 puisque 3X # 3Y  mmmd  dy(3X,3Y) # 3dy(X,Y)
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Définition 4 : (Boule ouverte, Boule fermée et Sphére)

Soit (E,||-||) un EVN. Va € E, Vr > 0, on définit :

1. la boule ouverte de centre a et de rayon r, comme l'ensemble des
points vérifiants

Bla,r)={x € E / |z —al <r}

2. la boule fermée de centre a et de rayon r, comme ’ensemble des points

vérifiants
Bla,7)={zx € E / |z —al <r}

3. la sphére de centre a et de rayon r, comme l'ensemble des points

vérifiants
Sla,r)={x e E/ ||lx—al =1}

On remarque alors que B(a,7) = B(a,r)U S(a,r)
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[ La forme des boules dépend de la norme choisie. J
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[ La forme des boules dépend de la norme choisie. J

Considérons les boules fermées unitaire de centre (0,0) de (R2,[|-]|,), (B2, [|-]|5) et (B2, |-]|..)



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

[ La forme des boules dépend de la norme choisie. J

Considérons les boules fermées unitaire de centre (0,0) de (R2,[|-]|,), (B2, [|-]|5) et (B2, |-]|..)

1. Cas (R?,|-]l,) :

Rappel n

lzlly = |l

i=1
dans notre cas

X1y = lef + [yl
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[ La forme des boules dépend de la norme choisie. J

Considérons les boules fermées unitaire de centre (0,0) de (R2,[|-]|,), (B2, [|-]|5) et (B2, |-]|..)

1. Cas (R%,[|-||;) : On cherche les points X = (x,y) tels que || X — (0,0)]|, < 1

Rappel n

lzlly = |l

i=1

dans notre cas

I Xy = [ + yi
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[ La forme des boules dépend de la norme choisie. J

Considérons les boules fermées unitaire de centre (0,0) de (R2,[|-]|,), (B2, [|-]|5) et (B2, |-]|..)

1. Cas (R%,[|-||;) : On cherche les points X = (x,y) tels que || X — (0,0)]|, < 1

Six>0,y>0,

Rappel n

lzlly = |l

i=1

dans notre cas

I Xy = [ + yi
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[ La forme des boules dépend de la norme choisie. J

Considérons les boules fermées unitaire de centre (0,0) de (R2,[|-]|,), (B2, [|-]|5) et (B2, |-]|..)

1. Cas (R%,[|-||;) : On cherche les points X = (x,y) tels que || X — (0,0)]|, < 1

Sixz>0,y>0alors | X], =l=a+y=1

Rappel n

lzlly = |l

i=1

dans notre cas

I Xy = [ + yi
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[ La forme des boules dépend de la norme choisie. J

Considérons les boules fermées unitaire de centre (0,0) de (R2,[|-]|,), (B2, [|-]|5) et (B2, |-]|..)

1. Cas (R%,[|-||;) : On cherche les points X = (x,y) tels que || X — (0,0)]|, < 1

Siz>0,y>0 alors | X|, =l=r+y=1l=y=1—ux.

Rappel n

lzlly = |l

i=1

dans notre cas

I Xy = [ + yi
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[ La forme des boules dépend de la norme choisie. J

Considérons les boules fermées unitaire de centre (0,0) de (R2,[|-]|,), (B2, [|-]|5) et (B2, |-]|..)

1. Cas (R%,[|-||;) : On cherche les points X = (x,y) tels que || X — (0,0)]|, < 1

Siz>0,y>0 alors |X||, =l=zr+y=1y=1-u=z.
Six >0,y <0, alors |[X||, =l=r—-y=1cy=a— 1.
Siz <0,y>0, alors [|[X[|, =l —r+y=1y=1+umxz.
Stz <0,y<0,alors [|[X|, =l —v—-—y=1=y=-1—ur.

Rappel n

lzlly = |l
i=1

dans notre cas

I Xy = [ + yi
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[ La forme des boules dépend de la norme choisie. J

Considérons les boules fermées unitaire de centre (0,0) de (R2,[|-]|,), (B2, [|-]|5) et (B2, |-]|..)

1. Cas (R%,[|-||;) : On cherche les points X = (x,y) tels que || X — (0,0)]|, < 1

Siz>0,y>0 alors |X||, =l=zr+y=1y=1-u=z.
Six >0,y <0, alors |[X||, =l=r—-y=1cy=a— 1.
Siz <0,y>0, alors [|[X[|, =l —r+y=1y=1+umxz.
Stz <0,y<0,alors [|[X|, =l —v—-—y=1=y=-1—ur.

Rappel n

lzll, =) |l
i=1

dans notre cas

I Xy = [ + yi
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2. Cas (R? I [l,) :

Rappel i
Il =, > =
i=1

dans notre cas

X, = Va7 + 37
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2. Cas (R?, IIllz) = On cherche les points X = (x, y) tels que || X — (0, 0)], <1

Rappel i
lll, = ﬁ|Zr§
i=1

dans notre cas

X, = Va7 + 37
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2. Cas (R?, IIllz) = On cherche les points X = (x, y) tels que || X — (0, 0)], <1

‘ IX — (0,0)]l; = | X, = Vx? + y? ‘ cercle

Rappel i
lll, = ﬁ|Zr§
i=1

dans notre cas

X, = Va7 + 37
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2. Cas (R?, I-[[3) :  On cherche les points X = (x, y) tels que || X — (0, 0)], <1

‘ IX — (0,0)]l; = | X, = Vx? + y? ‘ cercle

Rappel i
|zll, = ,.|Zr3
i=1

dans notre cas

X, = Va7 + 2
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2. Cas (R%[||l,) :  On cherche les points X = (z, y) tels que || X — (0, 0)], <1

‘ IX — (0,0)]l; = | X, = Vx? + y? ‘ cercle

3. Cas (R%,|-]l..) : En exercice
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2. Cas (R?, I-[[3) :  On cherche les points X = (x, y) tels que || X — (0, 0)], <1

) (X - (0,0)], =[X],=+v2"+y7 = -corcle

3. Cas (R%,|-]l..) : En exercice
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Propriété 7 :

Soit (E, ||-||) un EVN. Alors, ¥Vr,r" > 0 et Va € E :

r <r' <= Bl(a,r) C B(a,r’)
r <r <= B(a,r) C B(a,r’)

Démonstration : On étudie ici seulement la boule ouverte.

—= : On a

r<r ,
= ||zg —al| <r<r
ry € Bla,r)

Finalement =y € B(a,r’).

—:

€ B(a,r’)
¢ Bla,r)

Bl(a,r) C B(a,r") = il cxistcy{ tel que r < ||y — al <7
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Définition 5 : (Voisinage)

Soit (E,||-||) un EVN. Soit a € E et V une partie de E. On dit que
V est un voisinage de a, si, et seulement si, V' contient au moins une boule
ouverte centrée en a et de rayon r > 0.

Formulation mathématique :

V voisinage de a <= 3r > 0 /B(a,r) CV

On note V(a) 'ensemble des voisinages de a.

AY

11
Représentation dans (R, ||||,) B(a,0.3)
ol ,1 -
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Propriété 8 :

Soit £ un EVN de dimension finie, muni de plusieurs normes. Soit
a € F et V une partie de E. Alors le fait que V soit voisinage ou non de a
ne dépend pas de la norme choisie.

Démonstration :
La démonstration de cette propriété sera discutée en TD.
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Propriété 8 :

Soit £ un EVN de dimension finie, muni de plusieurs normes. Soit
a € F et V une partie de E. Alors le fait que V soit voisinage ou non de a
ne dépend pas de la norme choisie.

Démonstration :
La démonstration de cette propriété sera discutée en TD.

Propriété 9 :

a est toujours un élément de ses voisinages (VV € V(a), a € V)
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Propriété 8 :

Soit £ un EVN de dimension finie, muni de plusieurs normes. Soit
a € F et V une partie de E. Alors le fait que V soit voisinage ou non de a
ne dépend pas de la norme choisie.

Démonstration :
La démonstration de cette propriété sera discutée en TD.

Propriété 9 :

a est toujours un élément de ses voisinages (VV € V(a), a € V)

Démonstration :
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Propriété 8 :

Soit £ un EVN de dimension finie, muni de plusieurs normes. Soit
a € F et V une partie de E. Alors le fait que V soit voisinage ou non de a
ne dépend pas de la norme choisie.

Démonstration :
La démonstration de cette propriété sera discutée en TD.

Propriété 9 :

a est toujours un élément de ses voisinages (VV € V(a), a € V)

Démonstration :

YV € V(a), 3r = 0 tel que B(a,r) C V
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Propriété 8 :

Soit £ un EVN de dimension finie, muni de plusieurs normes. Soit
a € F et V une partie de E. Alors le fait que V soit voisinage ou non de a
ne dépend pas de la norme choisie.

Démonstration :
La démonstration de cette propriété sera discutée en TD.

Propriété 9 :

a est toujours un élément de ses voisinages (VV € V(a), a € V)

Démonstration :

YV € V(a), 3r = 0 tel que B(a,r) C V

Or a € B(a,r) puisque [la — al| = [|0g]| < r



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Propriété 8 :

Soit £ un EVN de dimension finie, muni de plusieurs normes. Soit
a € F et V une partie de E. Alors le fait que V soit voisinage ou non de a
ne dépend pas de la norme choisie.

Démonstration :
La démonstration de cette propriété sera discutée en TD.

Propriété 9 :

a est toujours un élément de ses voisinages (VV € V(a), a € V)

Démonstration :

YV € V(a), 3r = 0 tel que B(a,r) C V
Or a € B(a,r) puisque |la —a| = ||0g| < r

Donc a € V puisque a € B(a,r) et B(a,r)C V
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Propriété 10 :

Toute réunion de voisinages de a est un voisinage de a.
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Propriété 10 :

Toute réunion de voisinages de a est un voisinage de a.

Démonstration :
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Mathématiques preIlNG 2

Propriété 10 :

Toute réunion de voisinages de a est un voisinage de a.

Démonstration :

Soit (V;)ic; une famille de voisinage de a.
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Mathématiques preIlNG 2

Propriété 10 :

Toute réunion de voisinages de a est un voisinage de a.

Démonstration :
Soit (V;)ic; une famille de voisinage de a.

On pose V = U;c;V; l'union de voisinage de a.
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Propriété 10 :

Toute réunion de voisinages de a est un voisinage de a.

Démonstration :

Soit (V;)ic; une famille de voisinage de a.

On pose V = U;c;V; l'union de voisinage de a.

Viel, Ir; >0 tel que Bla,r) C V; C V.
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Propriété 10 :

Toute réunion de voisinages de a est un voisinage de a.

Démonstration :

Soit (V;)ic; une famille de voisinage de a.

On pose V = U;c;V; l'union de voisinage de a.

Viel, Ir; >0 tel que Bla,r) C V; C V.

Donc V' est un voisinage de a.
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Propriété 11 :

Toute intersection finie de voisinage de a est un voisinage de a.
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Propriété 11 :

Toute intersection finie de voisinage de a est un voisinage de a.

Démonstration : (Rappnl . r <r' <= Bla,r) C Bla, r’)}
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Propriété 11 :

Toute intersection finie de voisinage de a est un voisinage de a.

Démonstration : (Rappel . r <r' <= Bla,r) C Bla, r’)}

Soit (V;)ier une famille finie de voisinage de a.

On pose V' = M;c;V; une intersection finie de voisinages de a.
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Propriété 11 :

Toute intersection finie de voisinage de a est un voisinage de a.

Démonstration : (Rappel . r <r' <= Bla,r) C Bla, r’)}

Soit (V;)ier une famille finie de voisinage de a.

On pose V' = M;c;V; une intersection finie de voisinages de a.

Posons r = mi}](n) ou r; est le rayon de la boule ouverte contenue dans Vj,
1=

Comme pour tout 7, r; > 0, r > 0.
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Propriété 11 :

Toute intersection finie de voisinage de a est un voisinage de a.

Démonstration : (Rappel . r <r' <= Bla,r) C Bla, r’)}

Soit (V;)ier une famille finie de voisinage de a.

On pose V' = M;c;V; une intersection finie de voisinages de a.
Posons r = mi}](n) ou r; est le rayon de la boule ouverte contenue dans Vj,
L=

Comme pour tout 7, r; > 0, r > 0.

Donc Vi, B(a,r) C B(a,r;), Bla,r) CV
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Propriété 11 :

Toute intersection finie de voisinage de a est un voisinage de a.

Démonstration : (Rappel . r <r' <= Bla,r) C Bla, r’)}

Soit (V;)ier une famille finie de voisinage de a.

On pose V' = M;c;V; une intersection finie de voisinages de a.
Posons r = mi}](n) ou r; est le rayon de la boule ouverte contenue dans Vj,
L=

Comme pour tout 7, r; > 0, r > 0.
Donc Vi, B(a,r) C B(a,r;), Bla,r) CV

mm) | est bien un voisinage de a puisqu’il contient une boule ouverte.
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Propriété 11 :

Toute intﬂrscctiﬂndc voisinage de a est un voisinage de a.

stration : (Rappel . r <r' <= Bla,r) C Bla, r’)}

oit (V;)ic; une famille finie de voisinage de a.

On pose V' = M;c;V; une intersection finie de voisinages de a.

Posons r = mi}](n) ou r; est le rayon de la boule ouverte contenue dans Vj,
1=

Comme pour tout 7, r; > 0, r > 0.

Donc Vi, B(a,r) C B(a,r;), Bla,r) CV

mm) | est bien un voisinage de a puisqu’il contient une boule ouverte.

Vi =] - %, %[ une famille de voisinages de 0

‘ V=2, Vi = {0} Or V = {0} n'est pas un voisinage de 0
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Propriéteé 12 .

Toute boule fermée ou ouverte de rayon r et de centre a est un voisi-
nage de a.

Démonstration : Trivial.
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Propriéteé 12 .

Toute boule fermée ou ouverte de rayon r et de centre a est un voisi-

nage de a.

Démonstration : Trivial.

Définition 6 : (Espace séparé)

Soit E un ensemble quelconque. On dit que E est séparé si, et seule-
ment si, Va,b € E, si a # b, alors

AV, € V(a), 3V, € V(b) tels que V, NV, =0
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Propriété 13 : (EVN séparé)

Tout EVN est un espace séparé.
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Propriété 13 : (EVN séparé)

Tout EVN est un espace séparé.

Démonstration :
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Propriété 13 : (EVN séparé)

Tout EVN est un espace séparé.

Démonstration : h'za

.

\J

a a+b b
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Propriété 13 : (EVN séparé)

Tout EVN est un espace séparé.

Démonstration : h'za

.

\J

a a+b b

Soit a,b € E tels que a # b. Introduisons les deux voisinages suivants

b — b —
%:B(ﬂjn 2m||) %:B(b! || Qan)
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Propriété 13 : (EVN séparé)

Tout EVN est un espace séparé.

Démonstration : h'za

.

\J

a a+b b

Soit a,b € E tels que a # b. Introduisons les deux voisinages suivants

b — b —
%:B(ﬂjn 2m||) %:B(b! || Qan)

Soit x € V, NV, puisque x appartient aux deux boules

|6 — all
2

b — all

r — il =
| ~al 5

et |z — bl <
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Propriété 13 : (EVN séparé)

Tout EVN est un espace séparé.

Démonstration : h'za

.

\J

a a+b b

Soit a,b € E tels que a # b. Introduisons les deux voisinages suivants

b — b —
%:B(ﬂjn 2m||) %:B(b! || Qan)

Soit x € V, NV, puisque x appartient aux deux boules

b — b —
O

— <
o —afl < £ :

On peut alors utiliser 'inégalité triangulaire

la — bl
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Propriété 13 : (EVN séparé)

Tout EVN est un espace séparé.

Démonstration : h'za

.

\J

a a+b b

Soit a,b € E tels que a # b. Introduisons les deux voisinages suivants

b — b —
%:B(ﬂjn 2m||) %:B(b! || Qan)

Soit x € V, NV, puisque x appartient aux deux boules

b — b —
O

— <
o —afl < £ :

On peut alors utiliser 'inégalité triangulaire

la = bl = lla =2+ -0
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Propriété 13 : (EVN séparé)

Tout EVN est un espace séparé.

Démonstration : h'za

.

\J

a a+b b

Soit a,b € E tels que a # b. Introduisons les deux voisinages suivants

b — b —
%:B(ﬂjn 2m||) %:B(b! || Qan)

Soit x € V, NV, puisque x appartient aux deux boules

b — b —
O

— <
o —afl < £ :

On peut alors utiliser 'inégalité triangulaire

la =bll = lla =2+ =bl < lla — | + [z - b
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Propriété 13 : (EVN séparé)

Tout EVN est un espace séparé.

Démonstration : h'za

.

\J

a a+b b

Soit a,b € E tels que a # b. Introduisons les deux voisinages suivants

b — b —
%:B(ﬂjn 2m||) %:B(b! || Qan)

Soit x € V, NV, puisque x appartient aux deux boules

b — b —
O

— <
o —afl < £ :

On peut alors utiliser 'inégalité triangulaire

la =bll = lla =2+ =bl < lla -z + ||z - bl <l|la— 10
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Propriété 13 : (EVN séparé)

Tout EVN est un espace séparé.

Démonstration : h'za

.

\J

a a+b b

Soit a,b € E tels que a # b. Introduisons les deux voisinages suivants

b — b —
%:B(ﬂjn 2m||) %:B(b! || Qan)

Soit x € V, NV, puisque x appartient aux deux boules

b — b —
O

— <
o —afl < £ :

On peut alors utiliser 'inégalité triangulaire

la —=b||l=|la —x+z = + |z —b|| < |la — b

absurde donc

VonV, =0
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Définition 7 : (Ouvert)

Soit (E,|[|-||) un EVN et U une partic de E. Alors U est un ouvert,
si, et seulement si, il existe pour chaque point de UV un voisinage contenu
dans U.

Formulation mathématique :

U ouvert <= Vr € U, Ir > 0 tel que B(z,r) C U

Ay
RAPSR RS IRSpT—— 5
| [ . z
e | dans la suite, on représentera les
W 3 i contours d’'un ouvert avec des pointillés
I s I
3 X \ |
1 L h

(Y - |
N ’ | X

~ I
|
1 I
I I

I

B o e v v e = e — v —— —
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Propriété 14 :

Soit £ un EVN de dimension finie muni de plusieurs normes. Soit U
une partie de E. Alors le fait que UV soit un ouvert ou non ne dépend pas du

choix de la norme.

Démonstration :
La démonstration de cette propriété sera discutée en TD.
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Propriété 14 :

Soit £ un EVN de dimension finie muni de plusieurs normes. Soit U
une partie de E. Alors le fait que UV soit un ouvert ou non ne dépend pas du

choix de la norme.

Démonstration :
La démonstration de cette propriété sera discutée en TD.

Propriété 15 .

Soit (E,||-]|) un EVN. Alors () et E sont des ouverts.

Démonstration :
A ce stade, le fait que ) soit un ouvert est conventionnel. E ouvert : trivial.
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Propriété 16 :

Une boule ouverte est un ouvert.
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Propriété 16 :

Une boule ouverte est un ouvert.

Démonstration :
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Propriété 16 :

Une boule ouverte est un ouvert.

Démonstration :
représentation dans (R?, |-||,)

IX — al
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Propriété 16 :

Une boule ouverte est un ouvert.

Démonstration :

représentation dans (]RE, ””g) Soit la boul t B( )
o1t 1a e ouverte a,7Tr).

IX - all
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Propriété 16 :

Une boule ouverte est un ouvert.

Démonstration :

representation dans (]RE,”'HEJ Soit 1a boul te Bla,r)
oit la boule ouverte B(a,r).

| X — all On introduit au point X € B(a,r)

la boule ouverte B(X,r' =r — || X —al|)




2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Propriété 16 :

Une boule ouverte est un ouvert.

Démonstration :

representation dans (]RE,”'HEJ Soit 1a boul te Bla,r)
oit la boule ouverte B(a,r).

IX - all

x. B(X.r') On introduit au point X € B(a,r)
la boule ouverte B(X,r' =r — || X — a|)

Alors

¥X € B(a,r), B(X,r") C B(a,r)

avec v’ > (0 puisque ' = r —.||X — ﬂ.” ot | X —al <r
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Propriété 16 :

Une boule ouverte est un ouvert.

Démonstration :

representation dans (]RE,”'HEJ Soit 1a boul te Bla,r)
oit la boule ouverte B(a,r).

x. BX.r') On introduit au point X € B(a,r)
la boule ouverte B(X,r' =r — || X — a|)

IX - al

Alors
¥X € B(a,r), B(X,r'") C B(a,r)

avec v’ > (0 puisque ' = r —.||X — ﬂ.” ot | X —al <r

Montrons que cela est vrai pour tout EVN (et pas seulement pour R?)
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Etape 0 : Vérifions que B(X,r') C B(a,r) pour (E,||-||).

-
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Etape 0 : Vérifions que B(X,r') C B(a,r) pour (E,||-||).

Soit Y € B(X,r'). On peut alors écrire
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Etape 0 : Vérifions que B(X,r') C B(a,r) pour (E,||-||).

Soit Y € B(X,r'). On peut alors écrire

[Y =X+ X —al = IY = X[+ [[X —al

-
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Etape 0 : Vérifions que B(X,r') C B(a,r) pour (E,||-||).

Soit Y € B(X,r'). On peut alors écrire

[Y =X+ X —af = ||Y = X[+ [|X —a
Y —al <r —|IX —al + | X — al

IX — all
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Etape 0 : Vérifions que B(X,r') C B(a,r) pour (E,||-||).

Soit Y € B(X,r'). On peut alors écrire

[Y =X+ X —af = ||Y = X[+ [|X —a
Y —al <r —|IX —al + | X — al
Y —al <~

IX — all
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Etape 0 : Vérifions que B(X,r') C B(a,r) pour (E,||-||).

Soit Y € B(X,r'). On peut alors écrire
[Y =X+ X —al = IY = X[+ [[X —al
[Y —all <r —[[X —al +[|X - a
[Y —all =~
X — all
Done B(X,r") C Bla,r)
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Etape 0 : Vérifions que B(X,r') C B(a,r) pour (E,||-||).

Soit Y € B(X,r'). On peut alors écrire
[Y =X+ X —al = IY = X[+ [[X —al
[Y —all <r —[[X —al +[|X - a
[Y —all =~
X — all
Done B(X,r") C Bla,r)

Etape 1 : Vérifions que B(X,r") € B(a,r) pour tout X.
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Etape 0 : Vérifions que B(X,r') C B(a,r) pour (E,||-||).

Soit Y € B(X,r'). On peut alors écrire
[Y =X+ X —al = IY = X[+ [[X —al
[Y —all <r —[[X —al +[|X - a
[Y —all =~
X — all
Done B(X,r") C Bla,r)

Etape 1 : Vérifions que B(X,r") € B(a,r) pour tout X.

Or pour VX € B(X,r"), ' > 0 puisque ' =r — [|X —a| et || X —a| < r.
Done VX € B(a,r), B(X,r") C B(a,r).
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Propriété 17 :

Une union quelconque d’ouverts est un ouvert.

Démonstration :

Soit (U;);e; une famille quelconque d’ouverts.

On note U = U;c;U; INunion.

Soit x € U.  Alors i tel que x € Uj.
Or U; est un ouvert donc il existe r; > 0 tel que B(x,r;) € U; € U.

Or ce raisonnement peut-étre fait pour tout =

‘ done U est un ouvert.
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Propriété 18 :

Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.
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Propriété 18 :

Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Démonstration :



Analyse dans R"

2023/2024

Mathématiques preIlNG 2

Propriété 18 :

Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Démonstration :
Soit (U;)1<i<n une famille finie d’ouverts.

On note U = M;U; 'intersection de ces ouverts.
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Propriété 18 :

Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Démonstration :
Soit (U;)1<i<n une famille finie d’ouverts.

On note U = M;U; 'intersection de ces ouverts.

3

r Uy comme Uy est un ouvert, U; est un voisinage de x

. r el comme s est un ouvert, s est un voisinage de x
Soit ¢ € U <= | 2 2 ) 2 &

r € U, comme U, est un ouvert, U, est un voisinage de x
%
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Propriété 18 :

Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Démonstration :
Soit (U;)1<i<n une famille finie d’ouverts.

On note U = M;U; 'intersection de ces ouverts.

3

r Uy comme Uy est un ouvert, U; est un voisinage de x

. r el comme s est un ouvert, s est un voisinage de x
Soit ¢ € U <= | 2 2 ) 2 &

r € U, comme U, est un ouvert, U, est un voisinage de x
%

Donc x appartient a une intersection finie de voisinage de x qui est donc un
voisinage de x. Donc pour tout x € U, U est un voisinage de x donc U est
un ouvert.
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Corollaire des propriétés précédentes :

Soit £ = R et a,b € R tel que a < b. Alors, les intervalles suivants
sont des ouverts
] — 0C, b[ ](l, b[ ]{l, +DO[
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Corollaire des propriétés précédentes :

Soit £ = R et a,b € R tel que a < b. Alors, les intervalles suivants
sont des ouverts
] — 0Q, b[ ](l, b[ ](l, +DO[

Démonstration :
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Corollaire des propriétés précédentes :

Soit £ = R et a,b € R tel que a < b. Alors, les intervalles suivants
sont des ouverts
] — 0Q, b[ ](l, b[ ](l, +DO[

/

Démonstration :

la, b= B(%b, E}_Tﬂ) Or une boule ouverte est un ouvert donc |a, b| est
un ouvert.
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Corollaire des propriétés précédentes :

Soit £ = R et a,b € R tel que a < b. Alors, les intervalles suivants
sont des ouverts
] — 0Q, b[ ](l, b[ ](l, +DO[

/ ~.
Démonstration :
la, b= B(%b, E}_Tﬂ) Or une boule ouverte est un ouvert donc |a, b| est
un ouvert.

|la, oo[= Ua>ala, @[ union infinie d’ouverts donc ouvert.
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Corollaire des propriétés précédentes :

Soit £ = R et a,b € R tel que a < b. Alors, les intervalles suivants
sont des ouverts
] — 0Q, b[ ](l, b[ ](l, +DO[
\ / ~

Démonstration :

la,b[= B(%2, =9 Or une poule ouverte est un ouvert donc |a, b est
un ouvert.

| — 00, b[= Ua<p)a, b union infinie d’ouverts donc ouvert.

|la, oo[= Ua>ala, @[ union infinie d’ouverts donc ouvert.
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Définition 8 : (Fermé)

Soit (E,||-]|) un EVN et F une partie de E. Alors F est un fermé si,
et seulement si, CgpF' (complémentaire de F' dans E') est un ouvert.
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Définition 8 : (Fermé)

Soit (E,||-]|) un EVN et F une partie de E. Alors F est un fermé si,
et seulement si, CgpF' (complémentaire de F' dans E') est un ouvert.

Propriété 19 :

Soit (E,||-||) un EVN, alors ) et E sont des fermés.

Donc E et () sont a la fois des ouverts et des fermés (voir prop. 15).
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Définition 8 : (Fermé)

Soit (E,||-]|) un EVN et F une partie de E. Alors F est un fermé si,
et seulement si, CgpF' (complémentaire de F' dans E') est un ouvert.

Propriété 19 :

Soit (E,||-||) un EVN, alors ) et E sont des fermés.

Donc E et () sont a la fois des ouverts et des fermés (voir prop. 15).

Démonstration :



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Définition 8 : (Fermé)

Soit (E,||-]|) un EVN et F une partie de E. Alors F est un fermé si,
et seulement si, CgpF' (complémentaire de F' dans E') est un ouvert.

Propriété 19 :

Soit (E,||-||) un EVN, alors ) et E sont des fermés.

Donc E et () sont a la fois des ouverts et des fermés (voir prop. 15).

Démonstration :

Pour ) : C'gl) = E qui est un ouvert donc () est un fermé.
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Définition 8 : (Fermé)

Soit (E,||-]|) un EVN et F une partie de E. Alors F est un fermé si,
et seulement si, CgpF' (complémentaire de F' dans E') est un ouvert.

Propriété 19 :

Soit (E,||-||) un EVN, alors ) et E sont des fermés.

Donc E et () sont a la fois des ouverts et des fermés (voir prop. 15).

Démonstration :

Pour ) : C'gl) = E qui est un ouvert donc () est un fermé.

Pour E :
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Définition 8 : (Fermé)

Soit (E,||-]|) un EVN et F une partie de E. Alors F est un fermé si,
et seulement si, CgpF' (complémentaire de F' dans E') est un ouvert.

Propriété 19 :

Soit (E,||-||) un EVN, alors ) et E sont des fermés.

Donc E et () sont a la fois des ouverts et des fermés (voir prop. 15).

Démonstration :

Pour ) : C'gl) = E qui est un ouvert donc () est un fermé.

Pour E :

CgE = (0 qui est un ouvert (d’aprés la propriété 15)
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Définition 8 : (Fermé)

Soit (E,||-]|) un EVN et F une partie de E. Alors F est un fermé si,
et seulement si, CgpF' (complémentaire de F' dans E') est un ouvert.

Propriété 19 :

Soit (E,||-||) un EVN, alors ) et E sont des fermés.

Donc E et () sont a la fois des ouverts et des fermés (voir prop. 15).

Démonstration :

Pour ) : C'gl) = E qui est un ouvert donc () est un fermé.

Pour E :

CgE = (0 qui est un ouvert (d’aprés la propriété 15)

‘ E est un fermeé.
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Propriété 20 :

Une boule fermée est un fermeé.
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Propriété 20 :

Une boule fermée est un fermeé.

Démonstration :  Voir le poly

IX —all
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Propriéte 21 .

Toute intersection de fermés est un fermé.
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Propriéte 21 .

Toute intersection de fermés est un fermé.

Démonstration : [Rappcl  Cp(Ul;) = ﬂi(CEUi]]
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Propriéte 21 .

Toute intersection de fermés est un fermé.

Démonstration : [Rappcl  Cp(Ul;) = ﬂi(CEUi)]

On sait que si (U;);e; est une famille d’ouverts alors :
1. U = U;U; est un ouvert (propriété 17).

2. (CgUj)icr est une famille de fermés (puisque le complémentaire de
C'eU; est U; qui est un ouvert).
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Propriéte 21 .

Toute intersection de fermés est un fermé.

Démonstration : [Rappcl  Cp(Ul;) = ﬂi(CEUi)]

On sait que si (U;);e; est une famille d’ouverts alors :
1. U = U;U; est un ouvert (propriété 17).

2. (CgUj)icr est une famille de fermés (puisque le complémentaire de
C'eU; est U; qui est un ouvert).

Puisque U est un ouvert - C'gU est un fermé
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Propriéte 21 .

Toute intersection de fermés est un fermé.

Démonstration : [Rappcl  Cp(Ul;) = ﬂi(CEUi)]

On sait que si (U;);e; est une famille d’ouverts alors :
1. U = U;U; est un ouvert (propriété 17).

2. (CgUj)icr est une famille de fermés (puisque le complémentaire de
C'eU; est U; qui est un ouvert).

Puisque U est un ouvert - C'gU est un fermé

et puisque, pour tout i, IJ; est un ouvert - CgU; est un fermé
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Propriéte 21 .

Toute intersection de fermés est un fermé.

Démonstration : [Rappcl  Cp(Ul;) = ﬂi(CEUi)]

On sait que si (U;);e; est une famille d’ouverts alors :
1. U = U;U; est un ouvert (propriété 17).

2. (CgUj)icr est une famille de fermés (puisque le complémentaire de
C'eU; est U; qui est un ouvert).

Puisque U est un ouvert - C'gU est un fermé

et puisque, pour tout i, IJ; est un ouvert - CgU; est un fermé

Or
CplU = CE(U;{U{} = (CEUi)
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Propriéte 21 .

Toute intersection de fermés est un fermé.

Démonstration : [Rappcl  Cp(Ul;) = ﬂi(CEUi)]

On sait que si (U;);e; est une famille d’ouverts alors :
1. U = U;U; est un ouvert (propriété 17).

2. (CgUj)icr est une famille de fermés (puisque le complémentaire de
C'eU; est U; qui est un ouvert).

Puisque U est un ouvert - C'gU est un fermé

et puisque, pour tout i, IJ; est un ouvert - CgU; est un fermé

Or
CplU = CE(U;{U{} = (CEUi)

- intersection de fermés est fermé
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Propriété 22 .

Toute union finie de fermés est un fermeé.

Démonstration :
Meéme chose que précéedemment. En passant au complémentaire ¢’est immeé-

diat.
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Propriété 22 .

Toute union finie de fermés est un fermeé.

Démonstration :
Meéme chose que précéedemment. En passant au complémentaire ¢’est immeé-

diat.

Corollaire :

Soit £ = R et a,b € R tel que a < b. Alors, les intervalles suivants
sont des fermés

| — o0, b] la, ] la, +o00

Trivial
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Définition 9 : (Intérieur)

Soit (E,|[-||) un EVN. Soit A C E et a € E. On dit que a est inté-
rieur a A si, et seulement si, A est un voisinage de a. On appelle Intérieur
de A, que I'on note A, 'ensemble des points intérieurs a A.

Formulation mathématique

o)
B(a,0.3)
\/‘\—//w X
\ 7




2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Définition 9 : (Intérieur)

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A C E et a € E. On dit que a est inté-
rieur a A si, et seulement si, A est un voisinage de a. On appelle Intérieur
de A, que I'on note A, '’ensemble des points intérieurs a A.

Formulation mathématique

reA<=Ir>0/Bx,r)CA
mEﬁ(:EIUCA/UouvertethU

o)
B(a,0.3)
\/‘\—//w X
\ 7
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Propriété 23 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A C E et A lintérieur de A. Alors A C A.
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Propriété 23 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A C E et A lintérieur de A. Alors A C A.

Démonstration :

re€Ae3Ir>0/B(x,r)C Adoncz € Adonc AC A
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Propriété 23 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A C E et A lintérieur de A. Alors A C A.

Démonstration :

re€Ae3Ir>0/B(x,r)C Adoncz € Adonc AC A

Propriété 24 :

Soit (E,|-||) un EVN. Soit A ¢ E et A Dlintérieur de A. Alors A est
le plus grand ouvert contenu dans A.

Démonstration :

voir polycopié
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Propriété 25 :

Soit (E, ||||) un EVN. Soit A et B deux parties de E. Alors
1. Aouvert «< A=A
2 A=A
3. SiAcC Balors AC B

Démonstration

1. (a) Si A est un ouvert alors le plus grand ouvert contenu dans A est
A lui-méme. Donc A = A.

(b) Si A = A alors A est un ouvert puisque A est un ouvert.

2. A est un ouvert. Donc le plus grand ouvert contenu dans A est A
Finalement A = A.

3. Soit z € A < Ir >0/ B(z,r) CAC Bdonc x € B. Or ceci est
vrai pour tout x € A donc A C B.
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Quelques exemples :




2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Définition 10 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A € F et a € E. On dit que a est adhé-
rent & A si, et seulement si, tout voisinage de a rencontre A. On appelle
I’adhérent de A, noté A, 'ensemble des points adhérents a A.

Formulation mathématique :
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Définition 10 :

Soit (E,|-||) un EVN. Soit A C E et a € E. On dit que a est adhé-
rent & A si, et seulement si, tout voisinage de a rencontre A. On appelle
I’adhérent de A, noté A, 'ensemble des points adhérents a A.

Formulation mathématique :

r€Ae=VYr>0, Blz,r)NA#
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Propriété 26 .

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A une partie de E. Alors A C A
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Propriété 26 .

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A une partie de E. Alors A C A

Démonstration :
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Propriété 26 .

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A une partie de E. Alors A C A

Démonstration :

Soit z € A. Alors Vr >0, z € B(z,r) mmm) B(z,r)NA#0
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Propriété 26 .

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A une partie de E. Alors A C A

Démonstration :

Soit z € A. Alors Vr >0, z € B(z,r) mmm) B(z,r)NA#(

Donc r € A et finalement A C A.
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Propriété 26 .

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A une partie de E. Alors A C A

Démonstration :

Soit z € A. Alors Vr >0, z € B(z,r) mmm) B(z,r)NA#(

Donc r € A et finalement A C A.

Propriété 27 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A une partie de E. Alors A est un fermé
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Propriété 26 .

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A une partie de E. Alors A C A

Démonstration :

Soit z € A. Alors Vr >0, z € B(z,r) mmm) B(z,r)NA#(

Donc r € A et finalement A C A.

Propriété 27 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A une partie de E. Alors A est un fermé

Démonstration : Pour cela étudions C'pA : si c'est un ouvert alors A est un fermeé.
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Propriété 26 .

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A une partie de E. Alors A C A

Démonstration :

Soit z € A. Alors Vr >0, z € B(z,r) mmm) B(z,r)NA#(

Donc r € A et finalement A C A.

Propriété 27 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A une partie de E. Alors A est un fermé

Démonstration : Pour cela étudions C'pA : si c'est un ouvert alors A est un fermeé.

r€EA<=Vr>0/B(z,r)NA#D
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Propriété 26 .

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A une partie de E. Alors A C A

Démonstration :

Soit z € A. Alors Vr >0, z € B(z,r) mmm) B(z,r)NA#(

Donc r € A et finalement A C A.

Propriété 27 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A une partie de E. Alors A est un fermé

Démonstration : Pour cela étudions C'pA : si c'est un ouvert alors A est un fermeé.

r€EA<=Vr>0/B(z,r)NA#D

Donc pour Yo € CgA, Ir > 0 tel que B(z,r)N A =0
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Propriété 26 .

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A une partie de E. Alors A C A

Démonstration :

Soit z € A. Alors ¥Vr >0, z € B(z,r) mmm) B(z,r)NA#(

Donc r € A et finalement A C A.

Propriété 27 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soit A une partie de E. Alors A est un fermé

Démonstration : Pour cela étudions C'pA : si c'est un ouvert alors A est un fermeé.

reA<=Yr>0/Blz,r)NA#
Donc pour Yo € CgA, Ir > 0 tel que B(z,r)N A = ()

Donc, 3r > 0 /B(x,r) C CpA - Cp A est un ouvert.
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Propriété 28 -

A est le plus petit fermé contenant A.
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Propriété 28 - &

A est le plus petit fermé contenant A. \g
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Propriété 28 - &

A est le plus petit fermé contenant A. \g

Propriété 29 :

1. A est un fermé si, et seulement si, A = A
2. A=A
3. SAC Balors AC B
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Propriété 28 - &

A est le plus petit fermé contenant A. \g

Propriété 29 :

1. A est un fermé si, et seulement si, A = A
2. A=A
3. SAC Balors AC B

1.(a) Si A= A alors comme A est un fermé alors A est un fermé.
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Propriété 28 - &

A est le plus petit fermé contenant A. \g

Propriété 29 :

1. A est un fermé si, et seulement si, A = A
2. A=A
3. SAC Balors AC B

1.(a) Si A= A alors comme A est un fermé alors A est un fermé.

(b) Si A est un fermé alors le plus petit fermé qui contient A est A.

Donc A = A
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Propriété 28 -

A est le plus petit fermé contenant A. \g

Propriété 29 :

1. A est un fermé si, et seulement si, A = A

2. A=A

3. SiACc Balors AC B

1.(a) Si A= A alors comme A est un fermé alors A est un fermé.

(b) Si A est un fermé alors le plus petit fermé qui contient A est A.
Done A = A
2. Soit A l'adhérent de A. Done A est un fermé. Donc le plus petit fermé
contenant A est A. Finalement A = A.
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Propriété 28 - &

A est le plus petit fermé contenant A. \g

Propriété 29 :

1. A est un fermé si, et seulement si, A = A
2. A=A
3. SAC Balors AC B

1.(a) Si A= A alors comme A est un fermé alors A est un fermé.
(b) Si A est un fermé alors le plus petit fermé qui contient A est A.
Donc A= A
2. Soit A l'adhérent de A. Done A est un fermé. Donc le plus petit fermeé
contenant A est A. Finalement A = A.

3. Soit @ € A et V un voisinage de a. On a donc que ANV # . Or
comme A C B,ona ANV < BNV, il vient que BNV # (. Finalement
a € B.
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Définition 11

Soit (E,||]]) un EVN. Soit A une partiec E. On appelle frontiére de
A, noté Fr(a) ou 0A, 'ensemble :

A = A\ A
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Définition 11

Soit (E,||]]) un EVN. Soit A une partiec E. On appelle frontiére de
A, noté Fr(a) ou 0A, 'ensemble :

A = A\ A

exemple

| E(a, r) = Bla,r)

1 mms) OB(a,r) = B(a,r)\B(a,r) = S(a,r)

\ ﬁ[a, r) = Bla,r)




2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Définition 11

Soit (E,||]]) un EVN. Soit A une partiec E. On appelle frontiére de
A, noté Fr(a) ou 0A, 'ensemble :

A = A\ A

exemple

| E(a, r) = Bla,r)

1 mms) OB(a,r) = B(a,r)\B(a,r) = S(a,r)

\ ﬁ[a, r) = Bla,r)

Propriété 30 :
1. A=AU0A
2. A=A\dA
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Point méthodologie :



Point méthodologie :

Montrer qu'un ensemble A n'est pas ouvert :

Analyse dans R"

trouver au moins un point

(sur la frontiére de I'ensemble)

tel que quelque soit la taille de

la boule ouverte centrée en

point, une partie de la boule

q}it en dehors de A

ce

/
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Point méthodologie :

Analyse dans R"
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Montrer qu'un ensemble A n'est pas ouvert :

trouver au moins un point

(sur la frontiére de I'ensemble)
tel que quelque soit la taille de

la boule ouverte centrée en

point, une partie de la boule

q}it en dehors de A

)

ce -1 11

/ 1

A={(z,y) eR*/ —-1<z <1, -1<y<1}
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Point méthodologie :

Montrer qu'un ensemble A n'est pas ouvert :

trouver au moins un point
(sur la frontiére de I'ensemble)
tel que quelque soit la taille de

la boule ouverte centrée en ce

point, une partie de la boule

q}it en dehors de A / = !




Analyse dans R"

Point méthodologie :

Montrer qu’'un ensemble A n’est pas fermé :

trouver au moins un point de C'g.A
(sur la frontiére de I'ensemble)

tel que quelque soit la taille de

la boule ouverte centrée en ce

point, une partie de la boule

q}it en dehors de (' A /
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Point méthodologie :

Montrer qu’'un ensemble A n’est pas fermé :

(sur la frontiére de I'ensemble)

trouver au moins un point de C'p A 7/

tel que quelque soit la taille de

I
/
i
la boule ouverte centrée en ce -1 ' 1
f
;

point, une partie de la boule

q}it en dehors de (g A /
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Point méthodologie :

Montrer qu’'un ensemble A n’est pas fermé :

trouver au moins un point de C'g.A
(sur la frontiére de I'ensemble)
tel que quelque soit la taille de

la boule ouverte centrée en ce

point, une partie de la boule

q}it en dehors de C'p A /

A={(z,y) eR*/ —-1<z <1, -1<y<1}
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Point méthodologie :

Montrer qu’'un ensemble A n’est pas fermé :

trouver au moins un point de C'g.A
(sur la frontiére de I'ensemble)
tel que quelque soit la taille de

la boule ouverte centrée en ce

point, une partie de la boule

q}it en dehors de C'p A /

A={(z,y) eR*/ —-1<z <1, -1<y<1}



Trouver l'intéricur de A : (démonstration dans le TD3)

é :
Etape 0 : Proposer un candidat B

Sachant que A est le plus / /‘?ﬂﬂ; € B, Ir > 0 tel \
orand ouvert contenu dans A
(N / que B(x,r) C A
= BCA

Etape 1 : Vérifier que B est un ouvert - - /
Etape 2 : Vérifier que B C A _ _
b d /Mms B peut étre trop pﬂtlt\

/Etape 3 : Vérifions que A C B )
On doit vérifier que pour Vr € A\B ‘ ;
A=B

Vr >0, Blz,r)Z A
_ (z,7) & Y




Trouver 'adhérent de A : (démonstration dans le TD3)

é :
Etape 0 : Proposer un candidat B

sachant que A est le plus
petit fermé contenant A

- J

Etape 1 : Vérifier que B est un fermé. ‘ k
Etape 2 : Vérifier que A C B. /

[Etape 3 : Vérifions que B C A

On doit vérifier que pour Yo € B\ A :
\_ Vr >0, B(x,r)NA#(

~

J

( @:1: € CgB,onadr> f}f\
B(z,r)NA=10

— A C B

J
\

Mais B peut étre trop grand
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Rappel 1 : (Suite d’éléments de R)

Une suite d’éléments de R est une application de N dans R. Si x est
une suite d’éléments de R de terme général x,, on notera la suite (z,)nen

exemples : N — R N — R
noe X, = n = zp,=2.3n
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Rappel 1 : (Suite d’éléments de R)

Une suite d’éléments de R est une application de N dans R. Si x est
une suite d’éléments de R de terme général x,, on notera la suite (z,)nen

exemples : N — R N — R
n mn:% n —= I,=23n

Rappel 2 : (Suite d’éléments de R qui converge)

La suite (z,)peny d'éléments de R converge vers | € R si, et seule-
ment si, elle vérifie le critére suivant :

Ve >0, INeN /Vn> N, |z, — 1] <e¢

On note alors lim x, = [ cette limite.
n—oo
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Définition 12 : (Suite d’éléments d’'un EVN)

Soit E un espace vectoriel normé. Une suite d’éléments de E est une
application de N dans E. Si x est une suite de E de terme général x,,, on
notera la suite (z,)nen
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Définition 12 : (Suite d’éléments d’'un EVN)

Soit E un espace vectoriel normé. Une suite d’éléments de E est une
application de N dans E. Si x est une suite de E de terme général x,,, on
notera la suite (z,)nen

Quelques exemples :

— si E =R, on retombe sur le cas étudié en premiére année :

N — R
n — I,=23n

— si E =R? (cas étudié en analyse dans R") :

N — R3
no (L33
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Définition 13 :

Soit (E,|-||]) un EVN. La suite (x,)nen de E est dite bornée si, et
seulement si, la suite numérique réelle (||z,||)nen est bornée, ¢'est-a-dire si,

et seulement si

dM >0 /VneN, |z, <M

exemple

Soit (B, ||I) = (R?, |Ill5) :
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Définition 13 :

Soit (E,|-||]) un EVN. La suite (x,)nen de E est dite bornée si, et
seulement si, la suite numérique réelle (||z,||)nen est bornée, ¢'est-a-dire si,

et seulement si

dM >0 /VneN, |z, <M

exemple

Soit (E, ||]|) = (R?, ]|II,) :
Considérons la suite

N — R?
n — Tp=(2n,-3n,1/n)



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Définition 13 :

Soit (E,|-||]) un EVN. La suite (x,)nen de E est dite bornée si, et
seulement si, la suite numérique réelle (||z,||)nen est bornée, ¢'est-a-dire si,
et seulement s1

dM >0 /VneN, |z, <M

exemple

Soit (E, ||-I) = (R, [||I,) :
Considérons la suite

N —» R°
n +— xnp=(2n,—3n,1/n)

Alors

1
|Znll, = \/4712 + 9t t— — 450
n< n—-+oc
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Définition 13 :

Soit (E,|-||]) un EVN. La suite (x,)nen de E est dite bornée si, et
seulement si, la suite numérique réelle (||z,||)nen est bornée, ¢'est-a-dire si,
et seulement s1

dM >0 /VneN, |z, <M

exemple

Soit (E, ||]|) = (R?, ]|II,) :
Considérons la suite

N — R?
n — Tp=(2n,-3n,1/n)

Alors

1
|Znll, = \/4712 + Ot 4— — 450
n< n—-+oc

donc x, n’est pas borné.
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Définition 14 : (Suite convergente)

Soit (E,||-]]) un EVN. Soit | € E. La suite (x,)peny d'éléments de E
convergence vers [ si, et seulement si, elle vérifie 'une des 3 propriétés
équivalentes suivantes

1.Ve>=0, AINeN /¥Yn =N, |z, -1 <e.
2. ¥e >0, AN €N /¥n >N, z, € B(l,e).
3. VW eV(l), INeN/VYn=N, =z, V.

Les trois formulations sont bien équivalentes : voir polycopié
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Propriété 31 : (Unicité de la limite)

Soit (E,||-]]) un EVN. Si une suite d’éléments de E, notée (x,)pen,
converge alors elle admet une limite unique . On note alors cette limite

Iim =, =1
n—od
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Propriété 31 : (Unicité de la limite)

Soit (E,||-]]) un EVN. Si une suite d’éléments de E, notée (x,)pen,
converge alors elle admet une limite unique . On note alors cette limite

Iim =, =1
n—od

—Démonstration

Soit (xy,)nen une suite d’éléments de (E, ||]]).
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Propriété 31 : (Unicité de la limite)

Soit (E,||-]]) un EVN. Si une suite d’éléments de E, notée (x,)pen,
converge alors elle admet une limite unique . On note alors cette limite

Iim =, =1
n—od

—Démonstration

Soit (xy,)nen une suite d’éléments de (E, ||]]).

Par hypotheése, posons [1,1l3 € E tels que 1 # [o
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Propriété 31 : (Unicité de la limite)

Soit (E,||-]]) un EVN. Si une suite d’éléments de E, notée (x,)pen,
converge alors elle admet une limite unique . On note alors cette limite

Iim =, =1
n—od

— Démonstration :
Soit (xy,)nen une suite d’éléments de (E, ||]]).
Par hypotheése, posons [1,1l3 € E tels que 1 # [o
d’aprés la défimtion de la convergence :

YV, eV, AN1e N/ Vn>= Ny, z, € V)
YV, €V, ANo €N /¥n = Ny, z, € V],



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Propriété 31 : (Unicité de la limite)

Soit (E,||-]]) un EVN. Si une suite d’éléments de E, notée (x,)pen,
converge alors elle admet une limite unique . On note alors cette limite

Iim =, =1
n—od

— Démonstration :
Soit (xy,)nen une suite d’éléments de (E, ||]]).
Par hypotheése, posons [1,1l3 € E tels que 1 # [o
d’aprés la défimtion de la convergence :

YV, eV, AN1e N/ Vn>= Ny, z, € V)
YV, €V, ANo €N /¥n = Ny, z, € V],

Or un EVN est séparé donc comme [; # Iz, V) € V), et Vo € V),
tels ViNVy =10
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Propriété 31 : (Unicité de la limite)

Soit (E,||-]]) un EVN. Si une suite d’éléments de E, notée (x,)pen,
converge alors elle admet une limite unique . On note alors cette limite

Iim =, =1
n—od

—Démonstration

Soit (xy,)nen une suite d’éléments de (E, ||]]).
Par hypotheése, posons [1,1l3 € E tels que 1 # [o
d’aprés la défimtion de la convergence :

YV, eV, AN1e N/ Vn>= Ny, z, € V)
YV, €V, ANo €N /¥n = Ny, z, € V],

Or un EVN est séparé donc comme [; # la, 3V) € V), et Vo € V),
tels ViNVy =10
Tn & Vl

en posant N = max(Ny, N2) : Vn = N, { oy 8 or V1 N Vs = () done absurde
I'n 2
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Propriétée 32 :

Soit. (E,||-]|) un EVN. Soit (2, )nen et (yYn)nen deux suites d’éléments
de E, convergentes vers [, I’ € E respectivement. On a alors

1. lim z, =1= lim ||z,| = |||

T—r0C n—0C

2. lim z, = 0g <= lim ||z,|| =0
n—roo TL—r0d

3. lim (2, + Ayn) =1+ N/

n—oo

Remarque :  Quelle est la signification de

Tim ] = |}
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Propriétée 32 :

Soit. (E,||-]|) un EVN. Soit (2, )nen et (yYn)nen deux suites d’éléments
de E, convergentes vers [, I’ € E respectivement. On a alors

1. lim z, =1= lim ||z,| = |||

T—r0C n—0C

2. lim z, = 0g <= lim ||z,|| =0
n—roo TL—r0d

3. lim (2, + Ayn) =1+ N/

n—oo

Remarque :  Quelle est la signification de

Tim ] = |}

La suite ||z,| est une suite d’éléments de N dans R™"
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Propriétée 32 :

Soit. (E,||-]|) un EVN. Soit (2, )nen et (yYn)nen deux suites d’éléments
de E, convergentes vers [, I’ € E respectivement. On a alors

1. lim z, =1= lim ||z,| = |||

T—r0C n—0C

2. lim z, = 0g <= lim ||z,|| =0
n—roo TL—r0d

3. lim (2, + Ayn) =1+ N/

n—oo

Remarque :  Quelle est la signification de

Tim ] = |}

La suite ||z,| est une suite d’éléments de N dans R™"

Rappel :

lim ||xp| =||l]] <= Ve>0, AN € N/ Vn > N, |||z.|| — ||II]|]| < €

n—0og
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Propriétée 32 :

Soit. (E,||-]|) un EVN. Soit (2, )nen et (yYn)nen deux suites d’éléments
de E, convergentes vers [, I’ € E respectivement. On a alors

1. lim z, =1= lim ||z,| = |||

T—r0C n—0C

2. lim z, = 0g <= lim ||z,|| =0
n—roo TL—r0d
3.

(:rn, + Ayn) — l ‘I' Al’

Im
N—r 0

1. Si lim z, =1 alors
T—00

YVe>0, ANeN/VYn> N, |z, -1 <€
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Propriétée 32 :

Soit. (E,||-]|) un EVN. Soit (2, )nen et (yYn)nen deux suites d’éléments
de E, convergentes vers [, I’ € E respectivement. On a alors

1. lim z, =1= lim ||z,| = |||
T—r0C n—0C

2. lim z, = 0g <= lim ||z,|| =0
n—roo TL—r0d

3. lim (2, + Ayn) =1+ N/

n—oo

1. Si lim z, =1 alors
T—00

YVe>0, ANeN/VYn> N, |z, -1 <€

or d’aprés la 2nd inégalité triangulaire, Vn € N,
Hlznll = NIl | < llzn — L], on a donc
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Propriétée 32 :

Soit. (E,||-]|) un EVN. Soit (2, )nen et (yYn)nen deux suites d’éléments
de E, convergentes vers [, I’ € E respectivement. On a alors

1. lim z, =1= lim ||z,| = |||

T—r0C n—0C

2. lim z, = 0g <= lim ||z,|| =0
n—roo TL—r0d

3. lim (2, + Ayn) =1+ N/

n—oo

1. Si lim z, =1 alors
T—00

YVe>0, ANeN/VYn> N, |z, -1 <€

or d’aprés la 2nd inégalité triangulaire, Vn € N,
Hlznll = NIl | < llzn — L], on a donc

Ve>0, ANeN /¥Yn =2 N, ||zl = ] € ||z, = 1| < €
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Propriétée 32 :

Soit. (E,||-]|) un EVN. Soit (2, )nen et (yYn)nen deux suites d’éléments
de E, convergentes vers [, I’ € E respectivement. On a alors

1. lim z, =1= lim ||z,| = |||

T—r0C n—0C

2. lim z, = 0g <= lim ||z,|| =0
n—roo TL—r0d

3. lim (2, + Ayn) =1+ N/

n—oo

1. Si lim z, =1 alors
T—00

YVe>0, ANeN/VYn> N, |z, -1 <€

or d’aprés la 2nd inégalité triangulaire, Vn € N,
Hlznll = NIl | < llzn — L], on a donc

Ve>0, ANeN /¥Yn =2 N, ||zl = ] € ||z, = 1| < €

done

lznll = Il]

lim
TL—r 50
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2. lim x, =0g &= lim [[z,| =0
n—0g i —+0g
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2. lim x, =0g &= lim [[z,| =0
n—0g i —+0g

(Vest immédiat. En effet,

lim z, =0 <=Ve>0, AINecN/Vn>=N, |z, <e€

TL—# 0
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2. lim x, =0g &= lim [[z,| =0
n—0g i —+0g

(Vest immédiat. En effet,

lim z, =0 <=Ve>0, AINecN/Vn>=N, |z, <e€

TL—# 0

lim ||z,|| =0 <= Ve>0, AINeN/Vn =N, |z, <€

TL—# 0

(C’est donc totalement équivalent.,
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2. lim x, =0g &= lim [[z,| =0
n—0g i —+0g

(Vest immédiat. En effet,

lim z, =0 <=Ve>0, AINecN/Vn>=N, |z, <e€

TL—# 0
lim ||z,|| =0 <= Ve>0, AINeN/Vn =N, |z, <€

TL—# 0

(C’est donc totalement équivalent.,

3. Voir polycopié
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Propriété 33 :

Soit E = (R?,||-||). On note

(@n)neri = (@ nerss @D neri s v (@ nen)

une suite d’éléments de RP onu les (
dans R. Alors

lim 2, = (It,ls, ..., 1,) avec [; = lim z{)

n—0oQ

"

) sont des suites d’éléments de N
nely

n—0oC n

Démonstration : Voir polycopié



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Propriété 33 :

Soit E = (R?,||-||). On note

(@n)neri = (@ nerss @D neri s v (@ nen)

une suite d’éléments de RP ou les (mg)) sont des suites d’éléments de N
nel

dans R. Alors

nli‘rnc}o Ip = (lla lg, ...,Ep) avec lz = nll}nc}o mg)

Exemple :
Soit la suite
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Propriété 33 :

Soit E = (R?,||-||). On note

(@n)neri = (@ ners (@D neri s o (@ nen)

une suite d’éléments de RP on les (mg)) sont des suites d’éléments de N
nel

dans R. Alors

' — — (4)
nli)ngo zy = (l1,lg, ..., 1) avec [; nlg%om”

Exemple :
Soit la suite

Alors | .
fi, 5, = ( i A i —) ~ (1,0)

T—+ 0 —rc Tl n—o0 'il“:l,E
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Définition : (Suite extraite, Rappel)

Soit (E,|-||]) un EVN. Seit (x,)nen une suite d’éléments de E. Soit ¢
une application strictement croissante de M — N. On appelle alors suite
extraite de (x,)nen (ou sous-suite extraite) la suite (y,)nen définie par

Yn = Tg(n)

exemple :
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Définition : (Suite extraite, Rappel)

Soit (E,|-||]) un EVN. Seit (x,)nen une suite d’éléments de E. Soit ¢
une application strictement croissante de M — N. On appelle alors suite
extraite de (x,)nen (ou sous-suite extraite) la suite (y,)nen définie par

Yn = Tg(n)

exemple :

Soit la suite  (zp)peny @ N — R2
n o :rn:(enz,n+4)

N

soit ¢ la fonction ¢ : N
n dn)=2n+1

i
—
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Définition : (Suite extraite, Rappel)

Soit (E,|-||]) un EVN. Seit (x,)nen une suite d’éléments de E. Soit ¢
une application strictement croissante de M — N. On appelle alors suite
extraite de (x,)nen (ou sous-suite extraite) la suite (y,)nen définie par

Yn = Tg(n)

exemple :

Soit la suite  (zp)peny @ N — R2
n o :rn:(enz,n+4)

soit ¢ la fonction ¢ : N - N
n — ¢n)=2n+1

Alors la suite extraite y, = T y(n) €5t la suite donnée par

Yom))nen @ N — R?
" mﬂz(E{2“+1}2,2n+5)
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Propriété 35 : (convergence des suites extraites d'une suite convergente)

Soit (E, ||-]|) un EVN. Soit (z,)pem une suite de E convergent vers
[ € E. Alors toute suite extraite converge également vers [.
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Propriété 35 : (convergence des suites extraites d'une suite convergente)

Soit (E, ||-]|) un EVN. Soit (z,)pem une suite de E convergent vers
[ € E. Alors toute suite extraite converge également vers [.

Démonstration :



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Propriété 35 : (convergence des suites extraites d'une suite convergente)

Soit (E, ||-]|) un EVN. Soit (z,)pem une suite de E convergent vers
[ € E. Alors toute suite extraite converge également vers [.

Démonstration :

Etape 1: comme ¢ est une fonction strictement croissante

Vn e N, ¢(n) = n.
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Propriété 35 : (convergence des suites extraites d'une suite convergente)

Soit (E, ||-]|) un EVN. Soit (z,)nen une suite de E convergent vers
[ € E. Alors toute suite extraite converge également vers [.

Démonstration

Etape 1: comme ¢ est une fonction strictement croissante

Vn e N, ¢(n) = n.

Rang 0 : ¢(0) > 0 donc OK
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Propriété 35 : (convergence des suites extraites d'une suite convergente)

Soit (E, ||-]|) un EVN. Soit (z,)nen une suite de E convergent vers
[ € E. Alors toute suite extraite converge également vers [.

Démonstration :
Etape 1: comme ¢ est une fonction strictement croissante

Vn e N, ¢(n) = n.
Rang 0 : ¢(0) > 0 donc OK
Rang n : vérifions que si la propriété est vraie au rang n

alors elle est vrae au rang n+1.
Vérifions done que 'on a bien ¢(n+1) = n+1.
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Propriété 35 : (convergence des suites extraites d'une suite convergente)

Soit (E, ||-||) un EVN. Soit (z,)pen une suite de E convergent vers
[ € E. Alors toute suite extraite converge également vers [.

Démonstration :
Etape 1: comme ¢ est une fonction strictement croissante

Vn e N, ¢(n) = n.
Rang 0 : ¢(0) = 0 done OK
Rang n : vérifions que si la propriété est vraie au rang n

alors elle est vrae au rang n+1.
Veérifions done que 'on a bien ¢p(n+1) = n+1.

strictement croissante

b(n+1) > ¢(n)
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Propriété 35 : (convergence des suites extraites d'une suite convergente)

Soit (E,||-]|) un EVN. Soit (z,)nem une suite de E convergent vers
[ € E. Alors toute suite extraite converge également vers [,

Démonstration :

Etape 1: comme ¢ est une fonction strictement croissante

Vn e N, ¢(n) = n.

Rang 0 : ¢(0) > 0 donc OK

Rang n : vérifions que si la propriété est vraie au rang n
alors elle est vrae au rang n+1.
Vérifions done que l'on a bien ¢p(n+1) = n+ 1.

strictement croissante

P

d(n+1) > é(n) > n

prop. rang n
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Propriété 35 : (convergence des suites extraites d'une suite convergente)

Soit (E,||-]|) un EVN. Soit (z,)nem une suite de E convergent vers
[ € E. Alors toute suite extraite converge également vers [,

Démonstration :

Etape 1: comme ¢ est une fonction strictement croissante

Vn e N, ¢(n) = n.

Rang 0 : ¢(0) > 0 donc OK

Rang n : vérifions que si la propriété est vraie au rang n
alors elle est vrae au rang n+1.
Vérifions done que l'on a bien ¢p(n+1) = n+ 1.

strictement croissante

dn+1)>dn)>n mmmp Sn+1)>n+1

prop. rang n
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Propriété 35 : (convergence des suites extraites d'une suite convergente)

Soit (E,||-]|) un EVN. Soit (z,)nem une suite de E convergent vers
[ € E. Alors toute suite extraite converge également vers [,

Démonstration

Etape 2
Soit (), ),en une suite qui converge vers [.

(Zn)nen CV versl <= Ve>0, AINeEN /Vn > N, |z, - 1|| <€

or Yn, ¢(n) = n donc

Ve >0, AN €N /V¢(n) =2n = N, ||:L'¢,{ﬂ)—EH < €

donc finalement ﬂli_{lgﬂ T(n) = |
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Définition 14 : (Valeur d’adhérence d’une suite)

Soit (E,[|-||) un EVN. Soit (z,)neny une suite d’éléments de FE. Soit
a € E. Alors, on dit que a est valeur d’adhérence de la suite (xy),en, si, et
seulement si, I'une des propriétés (équivalentes) suivantes est vérifiés

1. Tl existe une suite extraite de (z,),cn qui converge vers a.
2. Ve >0, 'ensemble {n € N, ||z, —a|| < €} est infini.
3. YV € V(a), 'ensemble {n € N, z,, € V} est infini.

Exemple :
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Définition 14 : (Valeur d’adhérence d'une suite)

Soit (E,|[|-||) un EVN. Soit (z,)neny une suite d’éléments de E. Soit
a € E. Alors, on dit que a est valeur d’adhérence de la suite (2,),en, si, et
seulement si, 'une des propriétés (équivalentes) suivantes est vérifiés

1. Tl existe une suite extraite de (x,,),cn qui converge vers a.
2. Ve > 0, 'ensemble {n € N, ||z, —a| < €} est infini.
3. VYV € V(a), 'ensemble {n € N, z,, € V} est infini.

Exemple : Soit la suite (Zn)newy : N — R

Lon = 1
no— "
Tant+1 = —1
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Définition 14 : (Valeur d’adhérence d'une suite)

Soit (E,|[|-||) un EVN. Soit (z,)neny une suite d’éléments de E. Soit
a € E. Alors, on dit que a est valeur d’adhérence de la suite (2,),en, si, et
seulement si, 'une des propriétés (équivalentes) suivantes est vérifiés

1. Tl existe une suite extraite de (x,,),cn qui converge vers a.
2. Ve > 0, 'ensemble {n € N, ||z, —a| < €} est infini.
3. VYV € V(a), 'ensemble {n € N, z,, € V} est infini.

Exemple : Soit la suite  (Tp)pey : N — R
Lon = 1
noo— "
Tont1 = —1
- Alors, 1l existe une suite extraite, la suite des n paires, qui converge vers 1.

Donc 1 est valeur d’adhérence de la suite (x,),cn.

- Il existe une autre suite extraite, la suite des n 1mpaires, qui converge
vers — 1.
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Propriété 36 :

Soit (E.|-|) un EVN. Seit (z,)nen une suite d'éléments de E. Si
(Tn)nen converge vers | € E, alors [ est I'unique valeur d’adhérence de
(In)nEN-

Démonstration :
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Propriété 36 :

Soit (E.|-|) un EVN. Seit (z,)nen une suite d'éléments de E. Si
(Tn)nen converge vers | € E, alors [ est I'unique valeur d’adhérence de
(In)nEN-

Démonstration :

— [ est valeur d’adhérence de (x,)nen car il suffit de prendre comme
suite extraite, la suite elle-méme (¢ @ n — n).



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Propriété 36 :

Soit (E.|-|) un EVN. Seit (z,)nen une suite d'éléments de E. Si
(Tn)nen converge vers | € E, alors [ est I'unique valeur d’adhérence de
(IH)HEN-

Démonstration :

— [ est valeur d’adhérence de (x,)nen car il suffit de prendre comme
suite extraite, la suite elle-méme (¢ @ n — n).

— Or d’aprés la propriété 35, toute suite extraite de la suite (x,)nen
convergera également vers .



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Propriété 36 :

Soit (E.|-|) un EVN. Seit (z,)nen une suite d'éléments de E. Si
(Tn)nen converge vers | € E, alors [ est I'unique valeur d’adhérence de
(IH)HEN-

Démonstration :

— [ est valeur d’adhérence de (x,)nen car il suffit de prendre comme
suite extraite, la suite elle-méme (¢ @ n — n).

— Or d’aprés la propriété 35, toute suite extraite de la suite (x,)nen
convergera également vers .

la réciproque est fausse. Une suite peut n’avoir qu'une valeur

d’adhérence est étre non convergente.

L R
Exemple : Yn e N, an

Tant1 =1
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Propriété 37 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors, les 3 proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. a est adhérent 4 A.

2. 1l existe une suite (ry,)nen d'éléments de A dont a est une valeur
d’adhérence.

3. il existe une suite (x,)pen d’éléments de A qui converge vers a.

Démonstration @ 1 == 3 :
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Propriété 37 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors, les 3 proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. a est adhérent 4 A.

2. 1l existe une suite (ry,)nen d'éléments de A dont a est une valeur
d’adhérence.

3. il existe une suite (x,)pen d’éléments de A qui converge vers a.

Démonstration @ 1 == 3 :

soit @ un point adhérent a A.
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Propriété 37 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors, les 3 proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. a est adhérent 4 A.

2. 1l existe une suite (ry,)nen d'éléments de A dont a est une valeur
d’adhérence.

3. il existe une suite (x,)pen d’éléments de A qui converge vers a.

Démonstration @ 1 == 3 :

soit @ un point adhérent a A.

Alors, Yn € N* B(,l)ﬁﬂ%ﬂ

il. —
n
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Propriété 37 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors, les 3 proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. a est adhérent 4 A.

2. 1l existe une suite (ry,)nen d'éléments de A dont a est une valeur
d’adhérence.

3. il existe une suite (x,)pen d’éléments de A qui converge vers a.

Démonstration @ 1 == 3 :

soit @ un point adhérent a A.

Alors, Yn € N* B(a, i) NA#Q

Soit x,, € AN B(a,1/n). Alors puisque z, € B(a,1/n)

1 :
lon—all <~ wmp lim zn=a



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Propriété 37 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors, les 3 proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. a est adhérent 4 A.

2. 1l existe une suite (ry,)nen d'éléments de A dont a est une valeur
d’adhérence.

3. il existe une suite (x,)pen d’éléments de A qui converge vers a.

Démonstration : 3 == 1 :
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Propriété 37 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors, les 3 proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. a est adhérent 4 A.

2. 1l existe une suite (ry,)nen d'éléments de A dont a est une valeur
d’adhérence.

3. il existe une suite (x,)pen d’éléments de A qui converge vers a.

Démonstration : 3 == 1 :

Soit (y, Jpen une suite d'éléments de A qui converge vers a.
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Propriété 37 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors, les 3 proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. a est adhérent 4 A.

2. 1l existe une suite (ry,)nen d'éléments de A dont a est une valeur
d’adhérence.

3. il existe une suite (x,)pen d’éléments de A qui converge vers a.

Démonstration : 3 == 1 :

Soit (y, Jpen une suite d'éléments de A qui converge vers a.

Soit V' un voisinage de a.
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Propriété 37 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors, les 3 proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. a est adhérent 4 A.

2. 1l existe une suite (ry,)nen d'éléments de A dont a est une valeur
d’adhérence.

3. il existe une suite (x,)pen d’éléments de A qui converge vers a.

Démonstration : 3 == 1 :

Soit (y, Jpen une suite d'éléments de A qui converge vers a.
Soit V' un voisinage de a.

Alors, AN € N tel queVn > N, z,, € V.
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Propriété 37 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors, les 3 proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. a est adhérent 4 A.

2. 1l existe une suite (ry,)nen d'éléments de A dont a est une valeur
d’adhérence.

3. il existe une suite (x,)pen d’éléments de A qui converge vers a.

Démonstration : 3 == 1 :

Soit (y, Jpen une suite d'éléments de A qui converge vers a.
Soit V' un voisinage de a.

Alors, AN € N tel queVn > N, z,, € V.

Or x, € A puisque (x,)nen est une suite d'éléments de A.
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Propriété 37 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors, les 3 proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. a est adhérent 4 A.

2. 1l existe une suite (ry,)nen d'éléments de A dont a est une valeur
d’adhérence.

3. il existe une suite (x,)pen d’éléments de A qui converge vers a.

Démonstration : 3 == 1 :

Soit (y, Jpen une suite d'éléments de A qui converge vers a.
Soit V' un voisinage de a.

Alors, AN € N tel queVn > N, z,, € V.

Or x, € A puisque (x,)nen est une suite d'éléments de A.

md) g, c ANV
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Propriété 37 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors, les 3 proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. a est adhérent 4 A.

2. 1l existe une suite (ry,)nen d'éléments de A dont a est une valeur
d’adhérence.

3. il existe une suite (x,)pen d’éléments de A qui converge vers a.

Démonstration : 3 == 1 :

Soit (y, Jpen une suite d'éléments de A qui converge vers a.
Soit V' un voisinage de a.

Alors, AN € N tel queVn > N, z,, € V.

Or x, € A puisque (x,)nen est une suite d'éléments de A.

mmd) ., c ANV mmmdp ANV # 0.
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Propriété 37 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors, les 3 proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. a est adhérent 4 A.

2. 1l existe une suite (ry,)nen d'éléments de A dont a est une valeur
d’adhérence.

3. il existe une suite (x,)pen d’éléments de A qui converge vers a.

Démonstration : 3 == 1 :

Soit (y, Jpen une suite d'éléments de A qui converge vers a.
Soit V' un voisinage de a.

Alors, AN € N tel queVn > N, z,, € V.

Or x, € A puisque (x,)nen est une suite d'éléments de A.

mmd) ., c ANV mmmdp ANV # 0.

vrai pour tout V € V(a) ‘ aecA
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Propriété 37 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors, les 3 proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. a est adhérent 4 A.

2. 1l existe une suite (ry,)nen d'éléments de A dont a est une valeur
d’adhérence.

3. il existe une suite (x,)pen d’éléments de A qui converge vers a.

Démonstration :

2 = 3 : On choisit comme suite extraite de (x,),en la suite
Ul CONVErge Vers d.
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Propriété 37 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors, les 3 proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. a est adhérent 4 A.

2. 1l existe une suite (ry,)nen d'éléments de A dont a est une valeur
d’adhérence.

3. il existe une suite (x,)pen d’éléments de A qui converge vers a.

Démonstration :

2 = 3 : On choisit comme suite extraite de (x,),en la suite
Ul CONVErge Vers d.

3 = 2 : Comme la suite (z,)nen de A converge vers a

alors a est I'unique valeur d’adhérence de (z, ),cn
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Propriété 37 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors, les 3 proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. a est adhérent 4 A.

2. 1l existe une suite (ry,)nen d'éléments de A dont a est une valeur
d’adhérence.

3. il existe une suite (x,)pen d’éléments de A qui converge vers a.

Démonstration :

2 = 3 : On choisit comme suite extraite de (x,),en la suite
Ul CONVErge Vers d.

3 = 2 : Comme la suite (z,)nen de A converge vers a

alors a est I'unique valeur d’adhérence de (z, ),cn

Finalement 1 <= 2 < 3
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exemple

-1

A={(z,y) e R?
| =lge<l, ~lsy<i}
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exemple

Considérons le point a = (0,1) :

-1

A={(z,y) e R?
| =lge<l, ~lsy<i}
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exemple

Considérons le point a = (0,1) :

1 1. Clairement a € A

-1

A= {(z,y) € R’
| —1l<z<l, -1<y<1}
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exemple

Considérons le point a = (0,1) :

A
1 1. Clairement a € A
I
/
1 : | 2. Prenons la suite d'éléments de A
- :1
|
/; (In)nEN : N — R?
-1 no :Enz([};l—%)
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exemple
Considérons le point a = (0,1) :
A
1 1. Clairement a € A
i
/
1 — 2. Prenons la suite d’éléments de A
- :1
|
% (Tn)nen @ N — R2
-1 no :Enz([};l—%)
A= {(z,y) e R
[ =igeg], —ley<} im x, = (0, 1)
T — 30
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Propriété 38 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors

1. A est I'ensemble des valeurs d’adhérence des suites d’éléments de A,
ou dit autrement, 'ensemble des limites de toutes les suites conver-
gentes d'éléments de A.

2. A est fermé si, et seulement si, toute suite convergence d’'éléments de
A admet une limite dans A.

Démonstration :
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Propriété 38 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors

1. A est I'ensemble des valeurs d’adhérence des suites d’éléments de A,
ou dit autrement, 'ensemble des limites de toutes les suites conver-
gentes d'éléments de A.

2. A est fermé si, et seulement si, toute suite convergence d’'éléments de
A admet une limite dans A.

Démonstration :

1. a € A <= il existe une suite d’éléments de A qui converge vers A
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Propriété 38 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors

1. A est I'ensemble des valeurs d’adhérence des suites d’éléments de A,
ou dit autrement, 'ensemble des limites de toutes les suites conver-
gentes d'éléments de A.

2. A est fermé si, et seulement si, toute suite convergence d’'éléments de
A admet une limite dans A.

Démonstration :

1. a € A <= il existe une suite d’éléments de A qui converge vers A

‘ A est 'ensemble des limites des suites de A
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Propriété 38 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors

1. A est I'ensemble des valeurs d’adhérence des suites d’éléments de A,
ou dit autrement, 'ensemble des limites de toutes les suites conver-
gentes d'éléments de A.

2. A est fermé si, et seulement si, toute suite convergence d’'éléments de
A admet une limite dans A.

Démonstration :

1. a € A <= il existe une suite d’éléments de A qui converge vers A

‘ A est 'ensemble des limites des suites de A

2. = : Si Afermé alors A = A.
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Propriété 38 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors

1. A est I'ensemble des valeurs d’adhérence des suites d’éléments de A,
ou dit autrement, 'ensemble des limites de toutes les suites conver-
gentes d'éléments de A.

2. A est fermé si, et seulement si, toute suite convergence d’'éléments de
A admet une limite dans A.

Démonstration :
1. a € A <= il existe une suite d’éléments de A qui converge vers A

‘ A est 'ensemble des limites des suites de A

2. = : Si Afermé alors A = A.

Or A est 'ensemble des limites des suites des éléments de A.
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Propriété 38 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors

1. A est I'ensemble des valeurs d’adhérence des suites d’éléments de A,
ou dit autrement, 'ensemble des limites de toutes les suites conver-
gentes d'éléments de A.

2. A est fermé si, et seulement si, toute suite convergence d’'éléments de
A admet une limite dans A.

Démonstration :

1. a € A <= il existe une suite d’éléments de A qui converge vers A

‘ A est 'ensemble des limites des suites de A

2. = : Si Aferméalors A = A.
Or A est 'ensemble des limites des suites des éléments de A.

Donc si A fermé, 'ensemble des suites convergentes de A converge dans A.
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Propriété 38 :

Soit (E,||-||) un EVN. Soient A C E et a € E. Alors

1. A est I'ensemble des valeurs d’adhérence des suites d’éléments de A,

2. A est fermé si, et seulement si, toute suite convergence d’'éléments de

ou dit autrement, 'ensemble des limites de toutes les suites conver-

gentes d'éléments de A.

A admet une limite dans A.

Démonstration :

1. a € A <= il existe une suite d’éléments de A qui converge vers A

2. =

‘ A est 'ensemble des limites des suites de A

Si A fermé alors A = A.
Or A est 'ensemble des limites des suites des éléments de A.

Donc si A fermé, 'ensemble des suites convergentes de A converge dans A.

. la réciproque est tout aussi évidente.
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Définition 15 : (Suite de Cauchy)

Soit (E.||-]|) un EVN. Soit (x,)nen une suite d’éléments de E. Alors
(5 )nen est une suite de Cauchy si et seulement si

Ve>0, AINeN/ (VYn>N,Vp>N), |z, —z.|]| <€

Rappel du critére de convergence

Ye>0, ANeN /Vn>N, |z, =] <e€
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Définition 15 : (Suite de Cauchy)

Soit (E.||-]|) un EVN. Soit (x,)nen une suite d’éléments de E. Alors
(5 )nen est une suite de Cauchy si et seulement si

Ve>0, AINeN/ (VYn>N,Vp>N), |z, —z.|]| <€

Rappel du critére de convergence

Ye>0, ANeN /Vn>N, |z, =] <e€

Propriété 39 :

1. Toute suite convergente est de Cauchy

2. Toute suite de Cauchy est bornée

Démonstration : voir polycopié



Propriéte 40 :

Si une suite de Cauchy admet une valeur d’adhérence, alors elle converge
vers sa valeur d’adhérence.

Démonstration :



Propriéte 40 :

Si une suite de Cauchy admet une valeur d’adhérence, alors elle converge
vers sa valeur d’adhérence.

Démonstration : Soit (E,||-]|) un EVN.
Soit (&, )nen une suite de Cauchy d’'éléments de E.

Soit a une valeur d’adhérence de la suite.



Propriété 40 :

Si une suite de Cauchy admet une valeur d’adhérence, alors elle converge
vers sa valeur d'adhérence.

Démonstration : Soit (E,||-||) un EVN.

Soit (&, )nen une suite de Cauchy d’'éléments de E.

Soit a une valeur d’adhérence de la suite.

Alors :

Soit € > (. Il existe N, € N tel que pour tout n > N, et p > N,

o — zoll < €/2




Propriété 40 :

Si une suite de Cauchy admet une valeur d’adhérence, alors elle converge
vers sa valeur d'adhérence.

Démonstration : Soit (E,||-||) un EVN.

Soit (&, )nen une suite de Cauchy d’'éléments de E.

Soit a une valeur d’adhérence de la suite.

Alors :

Soit € > (. Il existe N, € N tel que pour tout n > N, et p > N,
||-'1:n = -Tp” e 1’.‘;’{2

Soit (T y(n) )Jnen une suite extraite qui converge vers a.




Propriété 40 :

Si une suite de Cauchy admet une valeur d’adhérence, alors elle converge
vers sa valeur d'adhérence.

Démonstration : Soit (E,||-||) un EVN.

Soit (&, )nen une suite de Cauchy d’'éléments de E.

Soit a une valeur d’adhérence de la suite.

Alors :

Soit € > 0. Il existe N, € N tel que pour tout n = N, et p > N,
||-'1:n = -Tp” e E‘;'(Q
Soit (T y(n) )Jnen une suite extraite qui converge vers a.

Alors 1l existe N7 € [ tel qlié pmlr tout n = Ny,

2o — al| < €/2




Propriété 40 :

Si une suite de Cauchy admet une valeur d’adhérence, alors elle converge
vers sa valeur d'adhérence.

Démonstration : Soit (E,||-||) un EVN.

Soit (&, )nen une suite de Cauchy d’'éléments de E.

Soit a une valeur d’adhérence de la suite.

Alors :

Soit ¢ > 0. Il existe N, € N tel que pour tout n > N, et p =

:E:

)

20 — 3]l < /2

Soit (T y(n) )Jnen une suite extraite qui converge vers a.

Alors 1l existe N7 € [ tel qlid pmlr tout n = Ny,
2o — al| < €/2

On note N = max(N;, N;) Pourtout n = N, ona ¢(n) 2 n= N = N..



Propriété 40 :

Si une suite de Cauchy admet une valeur d’adhérence, alors elle converge
vers sa valeur d'adhérence.

Démonstration : Soit (E,||-]|) un EVN.
Soit (&, )nen une suite de Cauchy d’'éléments de E.

Soit a une valeur d’adhérence de la suite.
Alors :

Soit € > 0. Il existe N, € N tel que pour tout n > N, et p = N,
20 — | < €/2

Soit (T y(n) )Jnen une suite extraite qui converge vers a.

Alors il existe Ny € N tel qlié pour tout n = Ny,
2o — al| < €/2

On note N = max(N;, N;) Pourtout n = N, ona ¢(n) 2 n= N = N..

D'on

[zn — all < [[#n = o || + [|om) — af| <€



Propriété 40 :

Si une suite de Cauchy admet une valeur d’adhérence, alors elle converge
vers sa valeur d'adhérence.

Démonstration : Soit (E,||-||) un EVN.

Soit (&, )nen une suite de Cauchy d’'éléments de E.

Soit a une valeur d’adhérence de la suite.

Alors :
Soit € > 0. Il existe N, € N tel que pour tout n > N., et p = N,

20 — | < €/2
Soit {Ié{n})néﬂ une suite extraite qui converge vers da.
Alors il existe Ny € N tel qlié ﬁour tout n = Ny,

2o — al| < €/2
On note N = max(N., N;) Pourtout n = N, ona ¢(n) 2 n > N = N..
D’on | |

[zn — all < [[#n = o || + [|om) — af| <€

- Ve>0, ANeN/Vn> N, |zn—al <€
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Remarque

Intuitivement : une suite de Cauchy converge

MALIS elle peut converger en dehors de 'EVN
\_ sur lequel elle est définie. Y,

Pour le comprendre, étudions la suite suivante (suite de Héron)

2
Tn + o
Tpil = — avec rg = 2

Vn e N

les x,, sont des rationnels
et x, >0
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I'n ‘I"‘ i

T In s _2.
ﬂfn_{.[ = T aVveC I =

Déterminons le pont de convergence de cette suite :
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2
L'n + T

Tl = T avec rg =2

Déterminons le pont de convergence de cette suite :
/”F'n e N \

2
Lpa1 — 2

- /
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2
L'n + T

Tl = T avec rg =2

Déterminons le pont de convergence de cette suite :

/‘F'HEN \

2
2 X +2 2
$n+1_2:( ;mn ) —2

- /




ITI
:rn..{.. 1 —

+2

Analyse dans R"

. avec xg =2

2

2023/2024
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Déterminons le pont de convergence de cette suite :

v

nel

2
mn—l—l_Qz(

.

T2 42
21,

)2—2

B $i+22+2><23:?1_
B 422

2
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2
L'n + T

Tl = T avec rg =2

Déterminons le pont de convergence de cette suite :

/‘F'HEN \

mﬁ+2)22: $i+22+2><23:?1_2: (miQ)Q
2x, 42 2%,

>0

2
mn—l—l_Qz(

- /
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Tl Tn
avec ro = 2

:rn..{..'l_ = 2

Déterminons le pont de convergence de cette suite :
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/‘F'HEN
-

T2 42
21,

B T+ 2%+ 2 x 222
B 422

2
mn—l—l o

) -2
>

o=

Ty 2> V2
-

:r:i—?

21,

>0

)

/
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2
Iu+r_

Tl = 5 ~— avec rg =2

Déterminons le pont de convergence de cette suite :
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/‘F'HEN

2
2 X +2 2
$n+1_2:( ;mn ) —2

B T+ 2%+ 2 x 222
B 422

o=

) 1, > V2

:r:i—?

21,

>0

)

ZAN
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2

Tn + T
. avec xg =2

Tnt+l = 9

Déterminons le pont de convergence de cette suite :
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/\ﬁ"nEN

2
mn—l—l o

e~

T2 42
21,

)2—2

B T+ 2%+ 2 x 222
B da2

o=

Ty 2 V2.

>

:r:i—?

21,

>0

)

x2 + 2

2T,

Lnyl — Tn =

ZAN
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2

Tn + T
. avec xg =2

Tnt+l = 9

Déterminons le pont de convergence de cette suite :
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/\ﬁ"nEN
-

T2 42
21,

2
mn—l—l o

B T+ 2%+ 2 x 222
B da2

) -2
>

o=

Ty 2 V2.

:r:i—?

21,

>0

)

_:L'fl+2

Lnyl — Tn =

ZAN
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2

Tn + T
. avec xg =2

:rn..{..'l_ = 2

Déterminons le pont de convergence de cette suite :

/‘F'HEN

2
mn—l—l o

e (

T2 42
2x,

)2—2

_:r:fl+22+2><2:r:,%

2
dxs

Ty 2 V2.

. |

o=

:r:i—?

21,

>0

)

/DL‘ plus, ¥n € I*
x2 + 2

2T,

In4l — Lp =

\_

2
2—x

2T,

ﬂrpuiSQUDIHEﬁ ‘ Q—Iii[} ‘ Tnil < Tn

/
~

/




Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2
2
L'n + T

Tl = T avec rg = 2

Déterminons le pont de convergence de cette suite :

/\ﬁ"nEN \

2 9 _ :r:iJrQ 2_2_$i+22+2><23:?1_2_ :r:i—QQ
Tn+1 o\ 2z B A2 o\ 2z
T n T

>0

) T, > V2
N /
/DL‘ plus, ¥n € I* \

x2 + 2 2 — x2
Lnyl — Tn = . — &p = 57
T T

ﬂrpuisquc:rngﬁ ‘ Q—Iii[} ‘ Tnil < Tn

Kla suite est décroissante et positive ce qui implique qu’elle converge /

2023/2024
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Donec puisque la limite existe, notons la [.

On a donc E+%

2
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Donec puisque la limite existe, notons la [.

On a donce E+%

2

4 N

La suite est définie sur

= = 1=+2

MAIS

\_ elle converge vers un irrationnel )




2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Donec puisque la limite existe, notons la [.

On a donce E+%

2

4 N

La suite est définie sur

o

MAIS

\_ elle converge vers un irrationnel )

Définition 16 : (Espace complet, Espace de Banach)

1. Un espace métrique (c’'est-d-dire un espace muni d'une distance) est
dit complet si, et seulement si, toute suite de Cauchy définie sur cet
espace v converge.

2. Un espace vectoriel normé complet est appelé un espace de Banach
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Théoréme 1 : (de Bolzano-Weierstrass)

Toute suite bornée d'un espace vectoriel de dimension finie posséde
une suite extraite convergente.

Démonstration : Admis.
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Théoréme 1 : (de Bolzano-Weierstrass)

Toute suite bornée d'un espace vectoriel de dimension finie posséde
une suite extraite convergente.

Démonstration : Admis.

Définition 17 @ (Compacité)

Soit (E,||-||]) un EVN. Soit A C E. On dit que A est compact dans
E si et seulement si toute suite de A admet une suite extraite convergente

dans A.

Exemple :

considérons la suite  (up)pey @ N — R
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Théoréme 1 : (de Bolzano-Weierstrass)

Toute suite bornée d'un espace vectoriel de dimension finie posséde
une suite extraite convergente.

Démonstration : Admis.

Définition 17 @ (Compacité)

Soit (E,||-||]) un EVN. Soit A C E. On dit que A est compact dans
E si et seulement si toute suite de A admet une suite extraite convergente

dans A.

Exemple :

considérons la suite  (up)pey @ N — R
n — U,=n

cette suite ne converge pas et aucune suite extraite d’elle ne converge.
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Théoréme 1 : (de Bolzano-Weierstrass)

Toute suite bornée d'un espace vectoriel de dimension finie posséde
une suite extraite convergente.

Démonstration : Admis.

Définition 17 @ (Compacité)

Soit (E,||-||]) un EVN. Soit A C E. On dit que A est compact dans
E si et seulement si toute suite de A admet une suite extraite convergente

dans A.

Exemple :

considérons la suite  (up)pey @ N — R
n — U,=n

cette suite ne converge pas et aucune suite extraite d’elle ne converge.

‘ R est un ensemble non compact.
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Propriété 41 -

Soit (E,|-||) un EVN de dimension finie. Alors
1. compact <= fermé et borné
2. l'ensemble vide est compact.

3. toute partie fermée d'un compact de E est compacte

Démonstration :
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Propriété 41 -

Soit (E,|-||) un EVN de dimension finie. Alors
1. compact <= fermé et borné
2. l'ensemble vide est compact.

3. toute partie fermée d'un compact de E est compacte

Démonstration :

1. (a) Montrons tout d’abord que : compact == fermé et borné.
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Propriété 41 -

Soit (E,|-||) un EVN de dimension finie. Alors
1. compact <= fermé et borné
2. l'ensemble vide est compact.

3. toute partie fermée d'un compact de E est compacte

Démonstration :

1. (a) Montrons tout d’abord que : compact == fermé et borné.

compact = fermé :
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Propriété 41 -

Soit (E,|-||) un EVN de dimension finie. Alors
1. compact <= fermé et borné
2. l'ensemble vide est compact.

3. toute partie fermée d'un compact de E est compacte

Démonstration :

1. (a) Montrons tout d’abord que : compact == fermé et borné.

compact = fermé :

A compact donc de toute suite x,, on peut

extraire une suite ryp,) qui converge vers [ € A.
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Propriété 41 -

Soit (E,|-||) un EVN de dimension finie. Alors
1. compact <= fermé et borné
2. l'ensemble vide est compact.

3. toute partie fermée d'un compact de E est compacte

Démonstration :

1. (a) Montrons tout d’abord que : compact == fermé et borné.

compact = fermé :

A compact donc de toute suite x,, on peut

extraire une suite ryp,) qui converge vers [ € A.

Or, si la suite 1, converge, elle converge nécessairement vers [.
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Propriété 41 -

Soit (E,|-||) un EVN de dimension finie. Alors
1. compact <= fermé et borné

2. l'ensemble vide est compact.

3. toute partie fermée d'un compact de E est compacte

Démonstration :

1. (a) Montrons tout d’abord que : compact == fermé et borné.

compact = fermé :

A compact donc de toute suite x,, on peut

extraire une suite ryp,) qui converge vers [ € A.
Or, si la suite 1, converge, elle converge nécessairement vers [.

Donc toute suite convergente d’éléments de A converge dans A
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Propriété 41 -

Soit (E,|-||) un EVN de dimension finie. Alors
1. compact <= fermé et borné

2. l'ensemble vide est compact.

3. toute partie fermée d'un compact de E est compacte

Démonstration :

1. (a) Montrons tout d’abord que : compact == fermé et borné.

compact = fermé :

A compact donc de toute suite x,, on peut

extraire une suite ryp,) qui converge vers [ € A.
Or, si la suite 1, converge, elle converge nécessairement vers [.

Donc toute suite convergente d’éléments de A converge dans A

‘ fermé
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Propriété 41 -

Soit (E,|-||) un EVN de dimension finie. Alors
1. compact <= fermé et borné
2. l'ensemble vide est compact.

3. toute partie fermée d'un compact de E est compacte

Démonstration :

1. (a) Montrons tout d’abord que : compact == fermé et borné.

compact == borné :
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Propriété 41 -

Soit (E,|-||) un EVN de dimension finie. Alors
1. compact <= fermé et borné
2. l'ensemble vide est compact.

3. toute partie fermée d'un compact de E est compacte

Démonstration :

1. (a) Montrons tout d’abord que : compact == fermé et borné.

compact == borné : Pour cela prenons la contraposé
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Propriété 41 -

Soit (E,|-||) un EVN de dimension finie. Alors
1. compact <= fermé et borné
2. l'ensemble vide est compact.

3. toute partie fermée d'un compact de E est compacte

Démonstration :

1. (a) Montrons tout d’abord que : compact == fermé et borné.

compact == borné : Pour cela prenons la contraposé

non borné == non compact
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Propriété 41 -

Soit (E,|-||) un EVN de dimension finie. Alors
1. compact <= fermé et borné
2. l'ensemble vide est compact.

3. toute partie fermée d'un compact de E est compacte

Démonstration :

1. (a) Montrons tout d’abord que : compact == fermé et borné.

compact == borné : Pour cela prenons la contraposé

non borné == non compact

Si 'ensemble A n'est pas borné, alors on peut prendre une suite telle que

VneN, ||z, = n.
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Propriété 41 -

Soit (E,|-||) un EVN de dimension finie. Alors
1. compact <= fermé et borné
2. l'ensemble vide est compact.

3. toute partie fermée d'un compact de E est compacte

Démonstration :

1. (a) Montrons tout d’abord que : compact == fermé et borné.

compact == borné : Pour cela prenons la contraposé

non borné == non compact

Si 'ensemble A n'est pas borné, alors on peut prendre une suite telle que

VneN, ||z, = n.

On en déduit done que toute suite

extraite de (z,)nen diverge et donc A n'est pas compact.
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Propriété 41 -

Soit (E,|-||) un EVN de dimension finie. Alors
1. compact <= fermé et borné
2. l'ensemble vide est compact.

3. toute partie fermée d'un compact de E est compacte

Démonstration :

(b) Montrons maintenant que borné, fermé == compact :

Soit A un ensemble borné d'un EVN de dimension finie

Alors toute suite de A est bornée.

Bolzano-Weiestrass ‘ toute suite de A admet donc une suite
extraite qui converge

Of A est fermé done A = A
toute suite de A admet done une suite
‘ extraite qui converge. dans A
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Propriété 41 -

Soit (E,|-||) un EVN de dimension finie. Alors
1. compact <= fermé et borné
2. l'ensemble vide est compact.

3. toute partie fermée d'un compact de E est compacte

Démonstration :

2. 'ensemble vide est fermé et borné donc c’'est un compact.
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Propriété 41 -

Soit (E,|-||) un EVN de dimension finie. Alors
1. compact <= fermé et borné
2. l'ensemble vide est compact.

3. toute partie fermée d'un compact de E est compacte

Démonstration :

2. 'ensemble vide est fermé et borné donc c’'est un compact.

3. A compact = A fermé et borné. Soit B C A un fermé. Alors B est
également borné (puisque A borné). Donc B est un compact.
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Propriété 42

Tout compact dun espace vectoriel normé est complet.

Démonstration :
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Propriété 42

Tout compact dun espace vectoriel normé est complet.

Démonstration :

Rappel pour la démonstration :

1. complet : toute suite de Cauchy d’éléments de A converge dans A.
2. toute suite convergente est de Cauchy

3. toute suite de Cauchy ayant une valeur d'adhérence converge
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Propriété 42

Tout compact dun espace vectoriel normé est complet.

Démonstration :

Rappel pour la démonstration :

1. complet : toute suite de Cauchy d’éléments de A converge dans A.
2. toute suite convergente est de Cauchy

3. toute suite de Cauchy ayant une valeur d'adhérence converge

A est un compact donc toute suite x, d'éléments de A admet une suite
extralte gy, qui converge dans A.
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Propriété 42

Tout compact dun espace vectoriel normé est complet.

Démonstration :

Rappel pour la démonstration :

1. complet : toute suite de Cauchy d’éléments de A converge dans A.
2. toute suite convergente est de Cauchy

3. toute suite de Cauchy ayant une valeur d'adhérence converge

A est un compact donc toute suite x, d'éléments de A admet une suite
extralte gy, qui converge dans A.

Or si x, est une suite de Cauchy,

elle admet une valeur d’adhérence dans A et converge donc vers cette valeur
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Propriété 42

Tout compact dun espace vectoriel normé est complet.

Démonstration :

Rappel pour la démonstration :

1. complet : toute suite de Cauchy d’éléments de A converge dans A.
2. toute suite convergente est de Cauchy

3. toute suite de Cauchy ayant une valeur d'adhérence converge

A est un compact donc toute suite x, d'éléments de A admet une suite
extralte gy, qui converge dans A.

Or si x, est une suite de Cauchy,

elle admet une valeur d’adhérence dans A et converge donc vers cette valeur

‘ toute suite de Cauchy de A converge dans A
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Propriété 43 :

Soit (E,||-||g) et (F,|]]|z) deux EVN. soit A C E et B C F deux
compacts. Alors A X B est un compact de £ x F.

Démonstration technique
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/ but de ce chapitre

geénéraliser les notions

1

(
de limite de fonctions B — &

\

\ELI_E{ fonctions de RP dans R"

de continuité de fonetions B — R

~

/
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Rappels de préING 1 :

/ Limite \

Soit. f une fonction de D ¢ R — R.

Alors la limite [ de f quand x tend vers a est
Ve>0, da >0, (WVre D, |r —a|l<a)=|flz) 1] <e¢
ce que 'on note :

lim f(z) = I

I—a

- /
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Rappels de préING 1 :

/ Limite \

Soit. f une fonction de D ¢ R — R.

Alors la limite [ de f quand x tend vers a est
Ve >0, da >0, (Vre D, |r —a|l<a)=|flz) 1] <e¢
ce que 'on note :

lim f(x) =1

I—a

Si a appartient au domaine de définition de la fonction alors

\ lim f(x) = f(a) /
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Rappels de préING 1 :

/Limitn : \

lim f(z) = lim_ f(z) = f(a)

Ir—ril— I—il
i a*
. .‘—
- -y
il
Exemple : fonction de Heaviside
AY
f : R - R
1
1 siz >0
z — f(z)= .
p 0 sizx<0

\__ /
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Rappels de préING 1 :

/Limitn : i \
1

=Y

vs>0J da =0, (Vre D, I:I.'—E.I{tl]:;‘-‘lf(ir]—“{iy
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Rappels de préING 1 :

/Limitn : i \
1

pour € grand

=Y

vs>0J da =0, (Vre D, I:I.'—E.I{tl]:;‘-‘lf(ir]—“{iy
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Rappels de préING 1 :

/Limitn : i \
1

0 "
/ \ -
pour € grand pour € petit
Ay Ay
| : el
— ? g o[ g
,,,,,,,,,
o 8]

vs>0J da =0, (Vre D, I:I.'—E.I{tl]:;‘-‘lf(ir]—“{iy
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f:1 B o9 R
() — flz,y)=z30
g : R — R?

- 2?4y2-1  sin(x?)4sin(y?)
(z,y) — g{I,yJ—( N v )

Limite 7 Continuitée 7
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Définition 1 : (limite d’une fonction en un point)

Soit (E,|[|-|z) et (F.|||p). deux EVN. Soit A C E. Soit f une appli-
cation de A dans F. Soit @ € A et [ € F. On dit que f admet une limite [
lorsque = tend vers a, si et seulement si, I'une des propriétés (équivalentes)
suivantes est vérifiée

1. Ve>0, 39> 0, Vz € A, |z —allp <n=>[f(z) —ll|lp <e
2. Ve>0, dn >0, Vxr € A,z € Bg(a,n) = f(x) € Bp(l,¢)

3. VWWe e V(I), Vg € Vg(a), Ve € A, (x € Vg = f(x) € Vi)
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Si f est définie en a, alors la limite est f(a).

Exemple :

f: R = R
(z,y) » flo,y) =7
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Si f est définie en a, alors la limite est f(a).

Exemple :

f: R = R
(z,y) » flo,y) =7

o

-
ena=(1,1) =) f(a)=f(1,1)=}

1
].il]l xI, — ]_:I ]_ = ==
i 5 fle,y) = f(L1) = 3

~

1
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Si f est définie en a, alors la limite est f(a).

Exemple :

f: R = R
(z,y) » flo,y) =7

1

].il]l xI, — ]_J]_ = ==
| T S =D =

-
ena=(1,1) =) f(a)=f(1,1)=}

~

1

J

-

~

en a = [[}! [}] ‘ forme indeterminée 0/0

techniques ?7?7?

2023/2024
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Propriété 1 : (unicité de la limite)

Soit (E, ||||g) et (F,|-||g). deux EVN. Soit A C E. Soit f une appli-
cation de A dans F. Soit a € A. Si f admet une limite [ € F en a alors elle
est unique.

On note alors cette limite
lim f(x) =1

r—a
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Propriété 1 : (unicité de la limite)

Soit (E, ||-||g) et (F,|-||g), deux EVN. Soit A C E. Soit f une appli-
cation de A dans F. Soit a € A. Si f admet une limite [ € F' en a alors elle
est unique.

On note alors cette limite

lim f(x) =1

Ir—a

Supposons que [ posséde deux limites [ et I’ telles que I # I'.
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Propriété 1 : (unicité de la limite)

Soit (E, ||-||g) et (F,|-||g), deux EVN. Soit A C E. Soit f une appli-
cation de A dans F. Soit a € A. Si f admet une limite [ € F' en a alors elle
est unique.

On note alors cette limite

lim f(x) =1

Ir—a

Supposons que [ posséde deux limites [ et I’ telles que I # I'.

Posons alors . ;
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Propriété 1 : (unicité de la limite)

Soit (E, ||-||g) et (F,|-||g), deux EVN. Soit A C E. Soit f une appli-
cation de A dans F. Soit a € A. Si f admet une limite [ € F' en a alors elle
est unique.

On note alors cette limite

lim f(x) =1

Ir—a

Supposons que [ posséde deux limites [ et I’ telles que I # I'.

Posons alors . ;

Alors, 1l existe 1,77 > 0 tels que

{va: €A llz—ally<n=|f(z)-lllp<e
Ve e A, lx—allg <7 = |f@)-Ulp<e
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Propriété 1 : (unicité de la limite)

Soit (E, ||-||g) et (F,|-||g), deux EVN. Soit A C E. Soit f une appli-
cation de A dans F. Soit a € A. Si f admet une limite [ € F' en a alors elle
est unique.

On note alors cette limite

lim f(x) =1

Ir—a

Supposons que [ posséde deux limites [ et I’ telles que I # I'.

Posons alors . ;

Alors, 1l existe 1,77 > 0 tels que

{va: €A llz—ally<n=|f(z)-lllp<e
Ve e A, lx—allg <7 = |f@)-Ulp<e

Prenons ||z — a||; < min(n,7n’).



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Propriété 1 : (unicité de la limite)

Soit (E, ||-||g) et (F,|-||g), deux EVN. Soit A C E. Soit f une appli-
cation de A dans F. Soit a € A. Si f admet une limite [ € F' en a alors elle
est unique.

On note alors cette limite

lim f(x) =1

Ir—a

Supposons que [ posséde deux limites [ et I’ telles que I # I'.

Posons alors . ;

Alors, 1l existe 1,77 > 0 tels que

{va: €A llz—ally<n=|f(z)-lllp<e
Ve e A, lx—allg <7 = |f@)-Ulp<e

Prenons ||z — a||; < min(n,7n’).

) f(x) - <€ ot [f(z) =) <e
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Propriété 1 : (unicité de la limite)

Soit (E, ||-||g) et (F,|-||g), deux EVN. Soit A C E. Soit f une appli-
cation de A dans F. Soit a € A. Si f admet une limite [ € F' en a alors elle
est unique.

On note alors cette limite

lim f(x) =1

Ir—a

Supposons que [ posséde deux limites [ et I’ telles que I # I'.

Posons alors . ;

Alors, 1l existe 1,77 > 0 tels que

VZ €A, ||z —allg<n=|f(z) - ll|lp <e
Ve A, |[x—allp <y = |flz)-U|p<e€
Prenons ||z — a||; < min(n,7n’).

) |f(x) - <€ ot [f(z) =) <e

3€
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Propriété 1 : (unicité de la limite)

Soit (E, ||-||g) et (F,|-||g), deux EVN. Soit A C E. Soit f une appli-
cation de A dans F. Soit a € A. Si f admet une limite [ € F' en a alors elle
est unique.

On note alors cette limite

lim f(x) =1

Ir—a

Supposons que [ posséde deux limites [ et I’ telles que I # I'.

Posons alors . ;

Alors, 1l existe 1,77 > 0 tels que

{va: €A llz—ally<n=|f(z)-lllp<e
Ve e A, lx—allg <7 = |f@)-Ulp<e

Prenons ||z — a||; < min(n,7n’).

) |f(x) - <€ ot [f(z) =) <e

3e = ”'! - E;”F
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Propriété 1 : (unicité de la limite)

Soit (E, ||-||g) et (F,|-||g), deux EVN. Soit A C E. Soit f une appli-
cation de A dans F. Soit a € A. Si f admet une limite [ € F' en a alors elle
est unique.

On note alors cette limite

lim f(x) =1

Ir—a

Supposons que [ posséde deux limites [ et I’ telles que I # I'.

Posons alors . ;

Alors, 1l existe 1,77 > 0 tels que

{va: €A llz—ally<n=|f(z)-lllp<e
Ve e A, lx—allg <7 = |f@)-Ulp<e

Prenons ||z — a||; < min(n,7n’).

) |f(x) - <€ ot [f(z) =) <e

Se=|[L=0 =l - flz)+ flx) =V -
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Propriété 1 : (unicité de la limite)

Soit (E, ||-||g) et (F,|-||g), deux EVN. Soit A C E. Soit f une appli-
cation de A dans F. Soit a € A. Si f admet une limite [ € F' en a alors elle
est unique.

On note alors cette limite

lim f(x) =1

Ir—a

Supposons que [ posséde deux limites [ et I’ telles que I # I'.

Posons alors . ;

Alors, 1l existe 1,77 > 0 tels que

{va: €A llz—ally<n=|f(z)-lllp<e
Ve e A, lx—allg <7 = |f@)-Ulp<e

Prenons ||z — a||; < min(n,7n’).

mp  [f@)-l<e et |[f@) -0 <e
Be = 1= = |l = flx)+ fla) =), < I = f(@)| g+ f(x) = 1|



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Propriété 1 : (unicité de la limite)

Soit (E, ||-||g) et (F,|-||g), deux EVN. Soit A C E. Soit f une appli-
cation de A dans F. Soit a € A. Si f admet une limite [ € F' en a alors elle
est unique.

On note alors cette limite

lim f(x) =1

Ir—a

Supposons que [ posséde deux limites [ et I’ telles que I # I'.

Posons alors . ;

Alors, 1l existe 1,77 > 0 tels que

VZ €A, ||z —allg<n=|f(z) - ll|lp <e
Ve A, |[x—allp <y = |flz)-U|p<e€
Prenons ||z — a||; < min(n,7n’).

) |f(x) - <€ ot [f(z) =) <e

3= ||t~ 1= 1~ flo) + Fl@) V]| < 1L = @)oo+ [[F(2) 1] < 2
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Propriété 1 : (unicité de la limite)

Soit (E, ||-||g) et (F,|-||g), deux EVN. Soit A C E. Soit f une appli-
cation de A dans F. Soit a € A. Si f admet une limite [ € F' en a alors elle
est unique.

On note alors cette limite

lim f(x) =1

Ir—a

Supposons que [ posséde deux limites [ et I’ telles que I # I'.

Posons alors . ;

Alors, 1l existe 1,77 > 0 tels que

{va: €A llz—ally<n=|f(z)-lllp<e
Ve e A, lx—allg <7 = |f@)-Ulp<e

Prenons ||z — a||; < min(n,7n’).

) [f(x) - <e et [f(x) =] <€ Donc [ — I'
3e = ||t = Ul p = = bM<= T@p [ (2) — U] p < 2¢
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Exemple :

Reprenons 'exemple de fonction précédent

f . R = R
(z,y) = flz,y)= =17

exemples de chemins si E = R?

AY

10.0

= X

-0.00

(Y)

a = (0,0)

0.0



On montre aisément, a partir
des définitions géométriques des
fonctions cosinus et sinus, que

r = pcost
y = psinf

ou @ € [0,27[ et p € R".

Analyse dans R"

2023/2024
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On montre aisément, a partir A
des définitions géométriques des y i M
fonctions cosinus et sinus, que

P
{:r = pcosf

y = psinf ]

ou @ € [0,2n] et p € R"*. 0

alors, griace au changement polaire de variables

flzy) = I;’ffyg » f(p.0) = cos(8) sin(0)
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On montre aisément, a partir A I
des définitions géométriques des T l_ph!”_ i
fonctions cosinus et sinus, que
p I
r = pcosf :
y = psinf I I
: -
ou @ € [0,27] et p € R". 0 e
alors, griace au changement polaire de variables
ry . .
flz,y) = ——= — f(p,0) = cos() sin(0)
Te+y
Ay |
I -
lim  f(ry) = lm  f(p,0)= lm _cos(d)sin(8) = 5 <5
im T, ) = im p, ) = im  cos(@)sin(f) = = ok |
! (zy)=(0,0) (p.6)—(0.7) (p.6)—(0.5) . |
i  f@g) = hm  fe0) = lm | cos@sin®)= -2 N
im Tr,y) = 1 p, ) = im cos(d) sin(f) = —— .
(0, y) —(0,0) {p,ﬁ'}—}{ﬁ,—% {p,ﬁ}—}{ﬂ',—% 2 a = (0,0) 0=-%
N -
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Propriété 2 :

Changer les normes |||z et ||-|| » par des normes équivalentes ne change pas
le fait que la limite existe ou non. Si de plus elle existe, elle reste inchangée.

Démonstration :
Voir polycopié

Discussion :

Ve >0, dn>0, Ve e A||lz —allg <n=|f(x) = l|p <e

%

changer ces normes n'a d’effet que sur
la loi 7(€)
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Propriété 3 :

soit (E,||-|lg) et (F,|||p) deux EVN et A C E. soit f et g deux
applications de A dans F, a € A et Iy, lo € F. Si

lim f(z) =14 et lim g(x) =I5

T—ra r—a

Alors
lim f(x) 4+ Ag(x) = 11 + A2 pour VA € R

r—rd

Démonstration :
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Propriété 3 :

soit (K, |-|lg) et (F,|]|p) deux EVN et A C FE. soit f et g deux
applications de A dans F, a € Aet Iy, lo € F. Si

lim f(z) =1 et lim g(x) =I5

r—ra r—ra

Alors
lim f(x) 4+ Ag(x) = 11 + A2 pour VA € R

r—ra

Démonstration : Par hypothése, on a

(lim f(z) =1, <= VYe> 0, In>0,Vz e B, ||z —allp <n=|f(z) - L]y < e

r—ril

lim g(z) =l <= Ve’ >0, I >0V € E, ||z —allp <n' = || f(z) - L <¢

\ O —il
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Propriété 3 :

soit (K, |-|lg) et (F,|]|p) deux EVN et A C FE. soit f et g deux
applications de A dans F, a € Aet Iy, lo € F. Si

lim f(z) =1 et lim g(x) =I5

r—ra r—ra

Alors
lim f(x) 4+ Ag(x) = 11 + A2 pour VA € R

r—ra

Démonstration : Par hypothése, on a

(lim f(z) =1, <= VYe> 0, In>0,Vz e B, ||z —allp <n=|f(z) - L]y < e

r—ril

lim g(z) =l <= Ve’ >0, I >0V € E, ||z —allp <n' = || f(z) - L <¢

\ O —il

Calculons maintenant || f(z) + Ag(x) — (I1 + Ala)|| -
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Propriété 3 :

soit (K, |-|lg) et (F,|]|p) deux EVN et A C FE. soit f et g deux
applications de A dans F, a € Aet Iy, lo € F. Si

lim f(z) =1 et lim g(x) =I5

r—ra r—ra

Alors
lim f(x) 4+ Ag(x) = 11 + A2 pour VA € R

r—ra

Démonstration : Par hypothése, on a

(lim f(z) =1, <= VYe> 0, In>0,Vz e B, ||z —allp <n=|f(z) - L]y < e

r—ril

lim g(z) =l <= Ve’ >0, I >0V € E, ||z —allp <n' = || f(z) - L <¢

\ O —il

Calculons maintenant || f(z) + Ag(x) — (I1 + Ala)|| -

[ f(x) +Ag(z) = (L + M)l p < [[f(z) = Lllp + [Alllg() — L]l £
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Propriété 3 :

soit (K, |-|lg) et (F,|]|p) deux EVN et A C FE. soit f et g deux
applications de A dans F, a € Aet Iy, lo € F. Si

lim f(z) =1 et lim g(x) =I5

r—ra r—ra

Alors
lim f(x) 4+ Ag(x) = 11 + A2 pour VA € R

r—ra

Démonstration : Par hypothése, on a

(lim f(z) =1, <= VYe> 0, In>0,Vz e B, ||z —allp <n=|f(z) - L]y < e

r—ril

lim g(z) =l <= Ve’ >0, I >0V € E, ||z —allp <n' = || f(z) - L <¢

\ O —il

Calculons maintenant || f(z) + Ag(x) — (I1 + Ala)|| -

[ f(x) +Ag(z) = (L + M)l p < [[f(z) = Lllp + [Alllg() — L]l £

Finalement, en posant €’ = € + |A|¢' et " = min(n, ")
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Propriété 3 :

soit (K, |-|lg) et (F,|]|p) deux EVN et A C FE. soit f et g deux
applications de A dans F, a € Aet Iy, lo € F. Si

lim f(z) =1 et lim g(x) =I5

r—ra r—ra

Alors
lim f(x) 4+ Ag(x) = 11 + A2 pour VA € R

r—ra

Démonstration : Par hypothése, on a

(lim f(z) =1, <= VYe> 0, In>0,Vz e B, ||z —allp <n=|f(z) - L]y < e

r—ril

lim g(z) =l <= Ve’ >0, I >0V € E, ||z —allp <n' = || f(z) - L <¢

\ O —il

Calculons maintenant || f(z) + Ag(x) — (I1 + Ala)|| -

[ f(x) +Ag(z) = (L + M)l p < [[f(z) = Lllp + [Alllg() — L]l £

Finalement, en posant €’ = € + |A|¢' et " = min(n, ")

Ve'" > 0,30" =0, ||z —allp <" = ||f(z)+ Ag(z) — (I1 + Al2)||p < €”
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Propriété 4

Soit (E,||-||z) un EVN quelconque et F© C R. Soit A C E. Soit f et
g deux applications de A — F. Soit a € A. f et g sont telles que

lim f(x) =11 et lim g(z) = s

r—a r—a

avec l1,lo € R. Alors
1. lim f(x)g(x) = l1ls

r—ra

2. Sily # 0, lim f(x)/g(x) = 11/l

Démonstration : laissée en exercice
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Propriété 4

Soit (E,||-||z) un EVN quelconque et F' C R. Soit A C E. Soit f et
g deux applications de A — F. Soit a € A. f et g sont telles que

lim f(x) =1 et lim g(z) = s

Tr—a Ir—a
avec l1,ly € R. Alors
1. lim f(x)g(x) =115

T—rd

2. Sily #0, iﬂf(m)/g(m) =11/l

Démonstration : laissée en exercice

Propriété 5 :

Soit £ = R" et FF = RP. Alors une application f de £ — F admet
[ =(lh,la,...,1,) comme limite lorsque x tend vers a € E si, et seulement si,
pour tout entier [1;p], la itme "application composante" f; : E — R de
f admet [; pour limite quand x tend vers a.

Démonstration : laissée en exercice
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Exemple :
Soit 'application f: R o R?
2
(x,y) = flz,y)= (mgﬁr_yz ; mszyz)

limite en a = (0,0) ?



Exemple :
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Soit 'application f: R o R?
o wyr _ay
(x,y) = flz,y)= (m2+yz ; mz+y2)

limite en a = (0,0) ?

il suffit d’étudier la limite de chacune des applications composantes

fi . R = R

(r,y) = filzy) = Fs
fo : R? — R

(z,y) = falz,y) = 0



fl(may) —

Exemple :
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Soit 'application f: R o R?

_f =y . zy
(x,y) = flz,y)= (m2+yz ; mz+y2)

limite en a = (0,0) ?

il suffit d’étudier la limite de chacune des applications composantes

LY

$2—|-y2‘

fi . R = R

(r,y) = filzy) = Fs
fo : R? — R

(z,y) = falz,y) = 0
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Exemple :
Soit 'application f: R o R?
2
(x,y) = flz,y)= (mgﬁr_yz ; mszyz)

limite en a = (0,0) ?
il suffit d’étudier la limite de chacune des applications composantes

fl : R?2 — R

2
fo : R? — R
(I:y) = fE{Ily) - E%
$?Jz 3 .2
fl(may) — 4 fl(p: 9) — pCOS(G) Sin (9)

x2 + y?
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Exemple :
Soit 'application f: R o R?
2
(x,y) = flz,y)= (mgﬁr_yz ; mszyz)
limite en a = (0,0) ?
il suffit d’étudier la limite de chacune des applications composantes
fl : R?2 — R
p]
fo : R? — R
(I:y) = fE{Ily) - E%
Fi@9) = 5% — Fi(p.0) = poos(8)sin(0)
x,Yy) = ) = pcos(f) sin
1T, Y 72 + yz 1.0, P

V8, lim  fi(p,0) =0
‘ {p,ﬁ}—r{ﬂ,ﬂ)fl(p )
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Exemple :
Soit 'application f: R o R?
2
(x,y) = flz,y)= (mgﬁr_yz ; mszyz)
limite en a = (0,0) ?
il suffit d’étudier la limite de chacune des applications composantes
fl : R?2 — R
p]
fo : R? — R
(I:y) = fE{Ily) - E%
Fi@9) = 5% — Fi(p.0) = poos(8)sin(0)
x,Yy) = ) = pcos(f) sin
1T, Y 72 + yz 1.0, P

V8, lim  fi(p,0) =0
> {piﬁ}_}m‘ﬂ)fl(ﬂ )

limite existe et est nulle
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Exemple :
Soit 'application f: R o R?
2
(x,y) = flz,y)= (mgﬁr_yz ; mszyz)
limite en a = (0,0) ?
il suffit d’étudier la limite de chacune des applications composantes
fl : R?2 — R
p]
fo : R? — R
(I:y) = fE{Ily): E%
W 0) sin2(0 Y
fl(may):$2+y2 » f1(p,0) = pcos(0) sin”(0) fz(may)=m‘

V8, lim  fi(p,0) =0
> {piﬁ}_}m‘ﬂ)fl(ﬂ )

limite existe et est nulle
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Exemple :
Soit 'application f: R o R?
2
(x,y) = flz,y)= (mgﬁr_yz ; mszyz)

limite en a = (0,0) ?
il suffit d’étudier la limite de chacune des applications composantes

fl : R?2 — R

p]
fo : R? — R
(I:y) = fE{Ily) - E%
2
file,y) = =5 — filp.0) = peos(8) sin®(0) | falw,y) = —5~>— —> falp. ) = cos(6) sin(0)
’ 72 + y2 ? ’ 72 + yg )

V8, lim  fi(p,0) =0
> {piﬁ}_}m‘ﬂ)fl(ﬂ )

limite existe et est nulle
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Exemple :
Soit 'application f: R o R?
2
(x,y) = flz,y)= (mgﬁr_yz ; mszyz)
limite en a = (0,0) ?
il suffit d’étudier la limite de chacune des applications composantes
fl : R?2 — R
p]
fo : R? — R
(I:y) = fE{I!y):ﬁ
2
file,y) = =5 — filp.0) = peos(8) sin®(0) | falw,y) = —5~>— —> falp. ) = cos(6) sin(0)
’ 72 + y2 ? ’ 72 + yg )
Ve, i fi(p, ) = li fa(p, ) = dépend de 6
) V0, i 05 6) =0 - .. i o f2(e,8) = dépend de

limite existe et est nulle
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Exemple :
Soit 'application f: R o R?
2
(x,y) = flz,y)= (mgﬁr_yz ; mszyz)
limite en a = (0,0) ?
il suffit d’étudier la limite de chacune des applications composantes
fl : R?2 — R
p]
fo : R? — R
(I:y) = fE{I!y):ﬁ
2
file,y) = =5 — filp.0) = peos(8) sin®(0) | falw,y) = —5~>— —> falp. ) = cos(6) sin(0)
’ 72 + y2 ? ’ 72 + yg )
Ve, i fi(p, ) = li fa(p, ) = dépend de 6
) V0, i 05 6) =0 - .. i o f2(e,8) = dépend de

limite existe et est nulle Donc pas de limite
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Exemple :
Soit 'application f: R o R?
2
(x,y) = flz,y)= (mgﬁr_yz ; mszyz)
limite en a = (0,0) ?
il suffit d’étudier la limite de chacune des applications composantes
fl : R?2 — R
2
fo : R? — R
(I:y) = fE{Il y) - E%
2
file,y) = ———5 — filp,0) = peos(0) sin(0) = 5 — falp.0) = cos(0) sin(0
(w.0) = oy — filpu6) = peos(0)sin®(6) | faley) = 5"z — Fa(pn6) = cos(6) sin()
Ve, i f1(p, 8) = I fa(p,0) = dépend de 6
— G ataay 1P =0 m— gaapdoay A E0) = epsiids
limite existe et est nulle Donc pas de limite

Pas de limite
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Définition 2 : (Application continue)

Soit (E,||-||z) et (F,||-||p), deux EVN. Soit A C FE, f une application
de A — F et a € A. On dit que [ est continue en a si, et seulement
si, f admet une limite en a. La fonction f est dite discontinue en a si, et
seulement si, f n’est pas continue en a. La fonction est dite continue sur
I’ensemble A si, et seulement si, elle est continue en tout point de A. On
note C(A, F') 'ensemble des fonctions continues de A dans F.

chemins si E =R exemples de chemins si E = R?

Ay

a=(0,0)




2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Théoreéme 1 : (Caractérisation séquentielle de la limite)

Soit (E,|||g) et (F,|]lz), deux EVN. Soit A C E, f une application
de A — F et a € A. Alors f admet une limite [ € F' quand x tend vers a
si, et seulement si, pour toute suite (x,),en d’éléments de A qui converge

vers a, la suite ( f (mn)) converge vers [.
nelN

Démonstration : Admis



Analyse dans R"

Théoreéme 1 : (Caractérisation séquentielle de la limite)

Soit (E,|||g) et (F,|]lz), deux EVN. Soit A C E, f une application
de A — F et a € A. Alors f admet une limite [ € F' quand x tend vers a
si, et seulement si, pour toute suite (x,),en d’éléments de A qui converge

vers a, la suite ( f (mn)) converge vers [.
nelN

Démonstration : Admis

Corollaire : (Caractérisation séquentielle de la continuité)

Soit (E,||-||g) et (F,|-]|p), deux EVN. Soit A C F, f une application
de A — F et a € A. Alors f est continue en a si, et seulement si, pour

toute suite (x,)nen d’éléments de A qui converge vers a, la suite ( f (mn)) .
ne

converge vers f(a).

2023/2024

Mathématiques preIlNG 2
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Exemple :

Soit la fonction f: R = R
L si(x,y) #(0,0)

) S F-
(z,y) = flz,y) {[} ! si(x,y) = (0,0)



Analyse dans R"

Exemple :
Soit la fonction f: R = R
Ty
(z,y) — flz,y)= {S i

Prenons par exemple wu,, = (?11! %)

) G uo= (0.0

2023/2024

Mathématiques preIlNG 2

si (x,y) # (0,0)
si (z,y) = (0,0)
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Mathématiques preIlNG 2

Exemple :

f: R = R

Soit la fonction
2L si(x,y) #(0,0)

T, Yl = e
(z,y) = flz,y) {[} si(x,y)=(0,0)

Prenons par exemple wu,, = (?11! %)

) lim u, = (0,0)

Or f(uy) = n2/(2n%) = 1/2



Analyse dans R"

Exemple :
Soit la fonction f: R = R
Ty
(z,y) — flz,y)= {S i

Prenons par exemple wu,, = (?11! %)

) = (00

Or f(uy) = n2/(2n%) = 1/2

) lim f(un) = # £(0,0) =0

2023/2024

Mathématiques preIlNG 2

si (x,y) # (0,0)
si (z,y) = (0,0)
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Exemple :

f: B =R
—2 81 (x,y) # (0,0)
T, — )ty
= flz,y) {[} si (z,y) = (0,0)

Soit la fonction

(z,y)

Prenons par exemple wu,, = (?11! %)

—_— .S
Or f(un) = n*/(2n%) = 1/2
) lim f(u) =5 # £(0,0)=0

‘ pas continue en (0,0)
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Méthodologie

Comment calculer lim f(:i':, y) avec a = (xo,0)
(msy)_}(mﬂsyﬂ)
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Mathématiques preIlNG 2

Méthodologie

Comment calculer lim f(:l:‘, y) avec a = (xo,¥0)
(may)_}(mﬂayﬂ)

Etape 1 :

On calcule f(xo,yo) et si on n’obtient pas une forme indeterminée

) lim f(x,y) = f(20, %)

($ 3y)_} (mﬂ 5yﬂ)
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Mathématiques preIlNG 2

Méthodologie

Comment calculer lim f(:l:‘, y) avec a = (xo,¥0)
(may)_}(mﬂayﬂ)

Etape 1 :

On calcule f(xo,yo) et si on n’obtient pas une forme indeterminée

) lim f(x,y) = f(20, %)

($ 3y)_} (mﬂ 5yﬂ)

Sinon Etape 2 : (on léve I'indétermination)

I'objectif est de montrer :
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Méthodologie

Comment calculer lim f(:l:‘, y) avec a = (xo,¥0)
(may)_}(mﬂayﬂ)

Etape 1 :

On calcule f(xo,yo) et si on n’obtient pas une forme indeterminée

) lim f(x,y) = f(20, %)

($ 3y)_} (mﬂ 5yﬂ)

Sinon Etape 2 : (on léve I'indétermination)

I'objectif est de montrer :

(1) soit que tous les chemins qui tendent vers a aboutissent a la méme valeur
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Mathématiques preIlNG 2

Méthodologie

Comment calculer lim f(:l:‘, y) avec a = (xo,¥0)
(may)_}(mﬂayﬂ)

Etape 1 :

On calcule f(xo,yo) et si on n’obtient pas une forme indeterminée

) lim f(x,y) = f(20, %)

($ 3y)_} (mﬂ 5yﬂ)

Sinon Etape 2 : (on léve I'indétermination)

I'objectif est de montrer :

(1) soit que tous les chemins qui tendent vers a aboutissent a la méme valeur

(ii) soit il existe au moins deux chemins qui tendent vers
a mais qui n’aboutissent pas a la méme valeur de f
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Méthodologie

1. On peut passer en coordonnées polaires

(si le dénominateur de la fonction & la bonne forme)

{:r: = x0 + pcos(0)
y = yo + psin(f)

~

) f(p,0) = f(z,y)

On a alors

lim  f(z,y)= lim f(p,0
(z,y)—(z0,Y0) (@) (p,0)—(0,0) (p.6)
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Mathématiques preIlNG 2

Méthodologie

1. On peut passer en coordonnées polaires
(si le dénominateur de la fonction & la bonne forme)

{:r: = x0 + pcos(0)
y = yo + psin(f)

~

) f(p,0) = f(z,y)

On a alors

lim  f(z,y)= lim f(p,0
(z,y)—(z0,Y0) (@) (p,0)—(0,0) (p.6)

Si le résultat ne dépend pas de € alors la fonction f admet une limite

Si le résultat dépend de 6 alors la fonction n’admet pas de limite en (2o, Yo)
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2. Si la fonction n’a pas la bonne forme pour passer en coordonnées po-
laires, on calcule explicitement la valeur de f pour différents chemins
d’approche du point a = (xg,yo). Pour cela, on a deux méthodes

(a) Caractérisation séquentielle :
Nous savons que si u,, est une suite d’éléments de N dans R? telle
que

lim Un = (:BO! yO)
n—oo

alors si f est continue, on a

lim  f(z,y) = lim f(un)

(may)_}(mﬂayﬂ) n—00

On calcule alors cette limite pour différents chemins, c’est-a-dire
pour différentes suites u,,.

(b) Caractérisation cartésienne :
On exprime les différents chemins par leur expression cartésienne
qui sont de la forme (z,a(x)) par exemple (o0l « est une applica-
tion de R dans R).

Si deux chemins donnent des valeurs différentes, quelle que soit la
méthode, alors la fonction f n’a pas de limite en a.

Si, par contre, tous les chemins donnent la méme valeur, alors cette
valeur, notée [, est un bon candidat pour étre la limite de la fonction.
On passe alors a 'étape 3.
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3. Il ne reste plus qu’a calculer |f(z,y) — I.|. Si cette quantité tend vers
0 pour (z,y) tend vers (xq, yp) alors :

— Si|f(z,y) —1l.|] — 0, alors lim  f(x,y) =1
(@.y)—(w0.y0) (z,y)—(x0.¥0)

— Sinon, la fonction n’admet aucune limite en (g, yo)
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3. Il ne reste plus qu’a calculer |f(z,y) — I.|. Si cette quantité tend vers
0 pour (z,y) tend vers (xq, yp) alors :

— Si |f(x,y) — . — 0, alors lim x,y) =l
|f( y) |($=y)ﬂ“($u=yu) (mz’y)—*(mﬂ:yﬂ)f( y)

— Sinon, la fonction n’admet aucune limite en (g, yo)

Nous allons illustrer la méthodologie sur deux exemples :
un qui admet une limite en (0,0) et I'autre pas.



1(z,y) = zy/ (2 + y?)
en (0,0) 2?7




coordonnées polaires

x = pcos(0)

On pose {
y = psin(0)

filz,y) = zy/(2* + y?)

en (0,0) 2?7




coordonnées polaires

x = pcos(0)

On pose {
y = psin(0)

d’ou 'on déduit que

—~

f(p,0) = cos(8) sin(0)

filz,y) = zy/(2* + y?)

en (0,0) 2?7




coordonnées polaires

(x = pcos(0)

On pose -

1y = psin(6)

d’ou 'on déduit que

—~

f(p,0) = cos(8) sin(0)

A~

(mﬂ)ﬁ%*o) JZ(T: 2 (9,9)1—I>I%0,9) Ji(p’ )

= cos(0) sin(H)

filz,y) = zy/(2* + y?)

en (0,0) 2?7




coordonnées polaires

‘x = pcos(0
On pose <‘ o)

1y = psin(6)

d’ou 'on déduit que

—~

f(p,0) = cos(8) sin(0)

A~

lim f;('r, y)= lim f(p,0)

(,y)—(0,0) (p0)—(0,6)
= cos(0) sin(H)
Finalement, on voit que
; T ; 1
Sif=—, lim  f(z,y) = 3

4 (z,y)—(0,0) 2

Sig=2 i z,y) =0
1 2 (m,y)lgl(o,()) A(y)

filz,y) = zy/(a* + ?)

en (0,0) 2?27

PAS DE LIMITE




Caractérisation

coordonnées polaires
| Séquentielle
On pose 1= pcos(0) ; L
= psin(0) =55
Soit !
d’ou 'on déduit que I ([]: )
n
}(p,8) = cos(f) sin(0) On a bien
. o) — i F( 0.0 lim u, = lim v, = (0,0)
(mﬁﬁmmﬂ%y) wmfhmiw’) A e
= cos(0) sin(H) d’ou l'on déduit que
Finalement, on voit que
. 1
lim f(ug] = 3

n—0oo

T 1
Sif=_— li . y) = =
1 4’wmfhmﬂ%y) 2

Sig=2 I z,y) =0
l 2 (m,y)liﬁom A(y)

im f(vn) =0

n—o

fi(z,y) = zy/(2* + y?)

en (0,0) 277

PAS DE LIMITE



coordonnées polaires

(x = pcos(0)

On pose -

1y = psin(6)
d’ou 'on déduit que

—~

f(p,0) = cos(8) sin(0)

A~

lim z,y)= lim 0
(2,9)—(0,0) m3) (p0)—(0,0) 4:0)
= cos(0) sin(H)
Finalement, on voit que
Sig="  Tw . flag =
= — im x,y) = =
' 4’ (z,y)—(0,0) }i Y 2
Sig=2, lim f(z,y)=0

2 (x,y)—(0,0)

Caractérisation

Séquentielle

()
(o))

On a bien

Soit

lim u, = lim v, = (0,0)

n—o< n—oo

d’ou l'on déduit que

lim f(ug] = %

n—0oo

im f(vn) =0

n—o

Caractérisation
Cartésienne
/Chemin L (z,2) )
1
fl (:—E: Tj) —t 5
\_ 4
e )\
Chemin 2: (0,¥)
fl (U: y) =0
\_ 4

d’ou I'on déduit que
line @ =1/2
(2.0)(0.0) hay) =1/

Ii 0,9) =0
0.9)2(0.0) 4(0:9)

filz,y) = zy/(2* + y?)

en (0,0) 2?27

PAS DE LIMITE

Chemin 2 A
T Chemin 1
g = — T
Un 4
un
>




L

2(z,y) = 1423/ (2* +y?
n (0,0) 277




coordonnées polaires

On pose {:E = pies(e)
y = psin(0)

d’ou l'on déduit que

f2(p, 0) = pcos®(6) + 1

o~

lim f(x,y)= lim fo(p, 0
(2,9)—(0,0) ) (p:9)—(0,6) i)

=1

Finalement, on voit que la
fonction est continue

fo(z,y) = 1+ /(22 +9?)

en (0,0) 277




coordonnées polaires

‘x = pcos(d)

On pose
y = psin(0)

d’ou l'on déduit que

f2(p, 0) = pcos®(6) + 1

o~

fQ(p: 9)

lim f(z,y)= lim
(z,y)—(0,0) 2 (p,6)—(0,6)

=1

Finalement, on voit que la
fonction est continue

Caractérisation
Séquentielle

Soit 1 (1 )
= | —0
T
On a bien

lim u, = lim v, = (0,0)
n—oo n—oo

d’ou l'on déduit que

lim f(u,) = lim ffv,) =1

n—oo n—od

{Mais on ne peut pas conclure]

fa(z,y) = 1+2%/(2* +y?)

en (0,0) 277




coordonnées polaires

x = pcos(0)

On pose {
y = psin(0)

d’ou l'on déduit que

f2(p, 0) = pcos®(6) + 1

o~

fQ(p: 9)

lim
(p,6)—(0,6)

=1

lim  flway)=
(2,y)—(0,0) Az)

Finalement, on voit que la
fonction est continue

Caractérisation
Séquentielle

Soit 1 (1 )
Un=|—,0
T
On a bien

lim u, = lim v, = (0,0)
n—oo n—oo

d’ou l'on déduit que

lim f(u,) = lim ffv,) =1

n—oo n—od

[Mais on ne peut pas conclure]

Caractérisation

Cartésienne

/Chemin 1: (:1*:! :;r)

lim

folz,z) =1
(z,2)—(0,0) ( )

J
N

-

\

Chemin 2: (x,0)

lim  fo(z,0) =1

(2,0)—(0,0)

J

[Mais on ne peut pas conclure]

fo(z,y) = 1+ /(22 +9?)

en (0,0) 277

Chemin 1
un

Chemin 2
U'ﬂ

<

>



coordonnées polaires

x = pcos(0)

On pose {
y = psin(0)

d’ou l'on déduit que

f2(p, 0) = pcos®(6) + 1

o~

fQ(p: 9)

lim
(p,6)—(0,6)

=1

lim  flway)=
(2,y)—(0,0) Az)

Finalement, on voit que la
fonction est continue

Caractérisation
Séquentielle

Soit 1 (1 )
Un=|—,0
T
On a bien

lim u, = lim v, = (0,0)
n—oo n—oo

d’ou l'on déduit que

lim f(u,) = lim ffv,) =1

n—oo n—od

[Mais on ne peut pas conclure]

Caractérisation
Cartésienne

/Chemin 1: (:1*:! :;r)

lim  fo(z,z) =1

(z,2)—(0,0)

J
N

>
Chemin 2: (x,0)

lim  fo(z,0) =1

(2,0)—(0,0)

- J

[Mais on ne peut pas conclure]

fo(z,y) = 1+23 /(22 +y?)

en (0,0) 277

A, y) — e = [ Az, y) — 1



coordonnées polaires

x = pcos(0)

On pose {
y = psin(0)

d’ou l'on déduit que

f2(p, 0) = pcos®(6) + 1

o~

fQ(p: 9)

lim
(p,6)—(0,6)

=1

lim  flway)=
(2,y)—(0,0) Az)

Finalement, on voit que la
fonction est continue

Caractérisation
Séquentielle

Soit 1 (1 )
Un=|—,0
T
On a bien

lim u, = lim v, = (0,0)
n—oo n—oo

d’ou l'on déduit que

lim f(u,) = lim ffv,) =1

n—oo n—od

[Mais on ne peut pas conclure]

Caractérisation
Cartésienne

/Chemin 1: (:1*:! :;r)

lim  fo(z,z) =1

(z,2)—(0,0)

J
N

>
Chemin 2: (x,0)

lim  fo(z,0) =1

(2,0)—(0,0)

- J

[Mais on ne peut pas conclure]

fo(z,y) = 1+23 /(22 +y?)

en (0,0) 277

Az, y) = le| = | Kx,y) — 1] =

3

2 + y?



coordonnées polaires

x = pcos(0)

On pose {
y = psin(0)

d’ou l'on déduit que

f2(p, 0) = pcos®(6) + 1

o~

fQ(p: 9)

lim
(p,6)—(0,6)

=1

lim  flway)=
(2,y)—(0,0) Az)

Finalement, on voit que la
fonction est continue

Caractérisation
Séquentielle

Soit 1 (1 )
Un=|—,0
T
On a bien

lim u, = lim v, = (0,0)
n—oo n—oo

d’ou l'on déduit que

lim f(u,) = lim ffv,) =1

n—oo n—od

[Mais on ne peut pas conclure]

Caractérisation
Cartésienne

/Chemin 1: (:1*:! :;r)

lim  fo(z,z) =1

(z,2)—(0,0)

J
N

>
Chemin 2: (x,0)

lim  fo(z,0) =1

(2,0)—(0,0)

- J

[Mais on ne peut pas conclure]

fo(z,y) = 1+23 /(22 +y?)

en (0,0) 277

Az, y) = le| = | Kx,y) — 1] =

3

2 + y?

— " lal



coordonnées polaires

x = pcos(0)

On pose {
y = psin(0)

d’ou l'on déduit que

f2(p, 0) = pcos®(6) + 1

o~

fQ(p: 9)

lim
(p,6)—(0,6)

=1

lim  flway)=
(2,y)—(0,0) Az)

Finalement, on voit que la
fonction est continue

Caractérisation
Séquentielle

Soit 1 (1 )
Un=|—,0
T
On a bien

lim u, = lim v, = (0,0)
n—oo n—oo

d’ou l'on déduit que

lim f(u,) = lim ffv,) =1

n—oo n—od

[Mais on ne peut pas conclure]

Caractérisation
Cartésienne

/Chemin 1: (:1*:! :;r)

lim  fo(z,z) =1

(z,2)—(0,0)

J
N

>
Chemin 2: (x,0)

lim  fo(z,0) =1

(2,0)—(0,0)

- J

[Mais on ne peut pas conclure]

fo(z,y) = 1+23 /(22 +y?)

en (0,0) 277

Az, y) = le| = | Kx,y) — 1] =

3

2 + y?

$2

L 0
2 + y?

(x,y)—(0,0)

| <[]



coordonnées polaires

x = pcos(0)

On pose {
y = psin(0)

d’ou l'on déduit que

f2(p, 0) = pcos®(6) + 1

o~

fQ(p: 9)

lim
(p,6)—(0,6)

=1

lim  flway)=
(2,y)—(0,0) Az)

Finalement, on voit que la
fonction est continue

Caractérisation
Séquentielle

Soit 1 (1 )
Un=|—,0
T
On a bien

lim u, = lim v, = (0,0)
n—oo n—oo

d’ou l'on déduit que

lim f(u,) = lim ffv,) =1

n—oo n—od

[Mais on ne peut pas conclure]

Caractérisation
Cartésienne

/Chemin 1: (:1*:! :,r_:)

lim  fo(z,z) =1

(z,2)—(0,0)

J
N

>
Chemin 2: (x,0)

lim  fo(z,0) =1

(2,0)—(0,0)

- J

[Mais on ne peut pas conclure]

fo(z,y) = 1+23 /(22 +y?)

en (0,0) 277

Az, y) = le| = | Kx,y) — 1] =

3

lim

>

2 + y?

T pl<kl —

= x| < |x 0
r? + 12 (2,)—(0,0)

Talzsy) =1

(x,y)—(0,0)
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Définition 2 : (Continuité uniforme)

Soit (E,||||g) et (F.|-||p), deux EVN. Soit A C E, f une application
de A — F. On dit que f est uniformément continue sur A si, et seulement
si,

Ve>0,3n >0, Va € A, Vz € A, (||3:—a||E <n=||f(z) = fla)|lp < f)

continuité classique

Va € A, Ye> 0,3 >0, Yz € A, (||x—u||_,,: <n=|f(z) - f(@)|p q:f)

différence

continuité uniforme w5 est indépendant de a
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Mathématiques preIlNG 2

Propriété 6 :

Toute application uniformément continue est continue.

Démonstration :

(est trivial.
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Mathématiques preIlNG 2

Propriété 6 :

Toute application uniformément continue est continue.

Démonstration :

(est trivial.

Soit f une application de A C FE dans F.

Alors f est uniformément continue sur A si, et seulement si

Ve>0,3n>0, Ya€ A, Vz € A, (||:,:—m||E <n = ||f(z) - f(a)l, {f)
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Mathématiques preIlNG 2

Propriété 6 :

Toute application uniformément continue est continue.

Démonstration :

(est trivial.

Soit f une application de A C FE dans F.

Alors f est uniformément continue sur A si, et seulement si

Ve>0,3n>0, Ya€ A, Vz € A, (||:,:—m||E <n = ||f(z) - f(a)l, {f)

qui implique évidemment la continuité

Va €A, Ve> 0,3 >0, Ve e A, (|z—alp<n=|f(z) - fa)ly<e)
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Définition 3 : (Application lipschitzienne )

Soient (E, ||-||g) et (F,|-||p), dewx EVN. Une application f : E — F est

dite lipschitzienne si, et seulement si

dx >0, Ve e E, Ve E, |[f(x) - fy)llp <klz—ylg

On dit alors que f est g-lipschitzienne de E dans F.

Remarques :
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Mathématiques preIlNG 2

Définition 3 : (Application lipschitzienne )

Soient (E, ||-||g) et (F,||-||p), dewx EVN. Une application f : E — F est

dite lipschitzienne si, et seulement si

dJk 20, Vee E,Vy e E, ||f(x) - fWlp<kslr—ylg

On dit alors que f est g-lipschitzienne de E dans F.

Remarques :
caractere lipschitzien
ne dépend pas des normes utilisées

en dimension finie

K en dépend
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Définition 3 : (Application lipschitzienne )

Soient (E, ||-||g) et (F,||-||p), dewx EVN. Une application f : E — F est

dite lipschitzienne si, et seulement si

dJk 20, Vee E,Vy e E, ||f(x) - fWlp<kslr—ylg

On dit alors que f est g-lipschitzienne de E dans F.

Remarques :
caractere lipschitzien
ne dépend pas des normes utilisées

en dimension finie

K en dépend

k = (0 <= f est constante
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Propriété 7 .

Toute application lipschitzienne est uniformément continue.
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Soient (E, || ) et (F, ||| ) deux EVN

f une application k-lipschitzienne de E dans F
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Propriété 7 .

Toute application lipschitzienne est uniformément continue.

Soient (E, || ) et (F, ||| ) deux EVN

f une application k-lipschitzienne de E dans F

1. Si & = 0 alors f est une fonction constante.

Donc pour tout @ € E et Vxr € E, ||[f(x) = fla)|lp, = 0 < e

mem) [ est uniformément continue.
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Propriété 7 .

Toute application lipschitzienne est uniformément continue.

Soient (E, || ) et (F, ||| ) deux EVN

f une application k-lipschitzienne de E dans F

1. Si & = 0 alors f est une fonction constante.

Donc pour tout @ € E et Vxr € E, ||[f(x) = fla)|lp, = 0 < e

mem) [ est uniformément continue.

2. Si k # 0, alors posons 7 = ¢/k > 0.
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Propriété 7 .

Toute application lipschitzienne est uniformément continue.

Soient (E, || ) et (F, ||| ) deux EVN

f une application k-lipschitzienne de E dans F

1. Si & = 0 alors f est une fonction constante.

Donc pour tout @ € E et Vxr € E, ||[f(x) = fla)|lp, = 0 < e
mem) [ est uniformément continue.
2. Si k # 0, alors posons 7 = ¢/k > 0.
Soit @ € E et x € E tels que

lx—allz <n
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Propriété 7 .

Toute application lipschitzienne est uniformément continue.

Soient (E, || ) et (F, ||| ) deux EVN

f une application k-lipschitzienne de E dans F

1. Si & = 0 alors f est une fonction constante.

Donc pour tout @ € E et Vxr € E, ||[f(x) = fla)|lp, = 0 < e

mem) [ est uniformément continue.

2. Si k # 0, alors posons 7 = ¢/k > 0.
Soit @ € E et x € E tels que

ez —allz <mn = |f(z) - fla)llp < kllz—allg
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Propriété 7 .

Toute application lipschitzienne est uniformément continue.

Soient (E, || ) et (F, ||| ) deux EVN

f une application k-lipschitzienne de E dans F

1. Si & = 0 alors f est une fonction constante.

Donc pour tout @ € E et Vxr € E, ||[f(x) = fla)|lp, = 0 < e

mem) [ est uniformément continue.

2. Si k # 0, alors posons 7 = ¢/k > 0.
Soit @ € E et x € E tels que

le—allz <n m=p  [|f(z) — fla)llp < kllz—allp < kp=c¢
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Propriété 7 .

Toute application lipschitzienne est uniformément continue.

Soient (E, |1[) et (F, |-|[) deux EVN
f une application k-lipschitzienne de E dans F

1. Si & = 0 alors f est une fonction constante.
Donc pour tout @ € E et Vxr € E, ||[f(x) = fla)|lp, = 0 < e
mem) [ est uniformément continue.
2. Si k # 0, alors posons 7 = ¢/k > 0.
Soit @ € E et x € E tels que
e —allgz <n m=p  |f(z) — fla)llp < kllz—ally < Kn=c¢

On vient donc de montrer que

Ve>0,3n>0,Yae B, Vz € E, (|lz —ally <n=>|f(x) - fla)lp <¢)
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Propriété 7 .

Toute application lipschitzienne est uniformément continue.

Soient (E, |1[) et (F, |-|[) deux EVN
f une application k-lipschitzienne de E dans F

1. Si & = 0 alors f est une fonction constante.

Donc pour tout @ € E et Vxr € E, ||[f(x) = fla)|lp, = 0 < e
mem) [ est uniformément continue.
2. Si k # 0, alors posons 7 = ¢/k > 0.
Soit @ € E et x € E tels que
e —allgz <n m=p  |f(z) — fla)llp < kllz—ally < Kn=c¢

On vient donc de montrer que

Ve>0,3n>0,Yae B, Vz € E, (|lz —ally <n=>|f(x) - fla)lp <¢)

mem) [ est uniformément continue.
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Propriété 8 :

Soit (E, ||-||z) un EVN. Alors l'application ||| est 1-lipschitzienne
de E dans (R, | -|).

Démonstration :
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Propriété 8 :

Soit (E, ||-||z) un EVN. Alors l'application ||| est 1-lipschitzienne
de E dans (R, | -|).

Démonstration :
f est donc ici 'application ||-|| .

Il suffit donc de montrer que

W20, Ve B, Yy e E, |l - lylg| < rlle -yl

avec k = 1.
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Propriété 8 :

Soit (E, ||-||z) un EVN. Alors l'application ||| est 1-lipschitzienne
de E dans (R, | -|).

Démonstration :
f est donc ici 'application ||-|| .

Il suffit donc de montrer que

W20, Ve B, Yy e E, |l - lylg| < rlle -yl

avee k = 1.
Or d’aprés la 2nd inégalité triangulaire

Ve,y €E, [|lzllg=llyllgl < llz—yllg
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Propriété 8 :

Soit (E, ||-||z) un EVN. Alors l'application ||| est 1-lipschitzienne
de E dans (R, | -|).

Démonstration :
f est donc ici 'application ||-|| .

Il suffit donc de montrer que

W20, Ve B, Yy e E, |l - lylg| < rlle -yl

avee k = 1.
Or d’aprés la 2nd inégalité triangulaire

Ve,y €E, [|lzllg=llyllgl < llz—yllg

CQFD.
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Théoréme 2 : (théoréme de Heine)

Toute application continue sur un compact v est uniformément conti-

nie

Démonstration :

voir le polycopié



Théoréme 3 : (Images réciproques d’ouverts, de fermés)

1. L'image réciproque d'un ouvert par une application continue est un
ouvert.

2. L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un
fermeé.




Théoréme 3 : (Images réciproques d’ouverts, de fermés)

1. L'image réciproque d'un ouvert par une application continue est un
ouvert.

2. L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un
fermeé.

Démonstration :



Théoreme 3 : (Images réciproques d’ouverts, de fermés)

1. L'image réciproque d'un ouvert par une application continue est un
ouvert.

2. L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un
fermeé.

F)-

Démonstration : par hypothése :  Soit f une application continue de (E, ||-||z) dans (F| ||
f est continue en a et de plus f(a) =1

VVE € V(l), dVg € VE((I), (’L‘ c Vg = f(’L‘) € VF)




Théoreme 3 : (Images réciproques d’ouverts, de fermés)

1. L'image réciproque d'un ouvert par une application continue est un
ouvert.

2. L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un
fermeé.

F)-

Démonstration : par hypothése :  Soit f une application continue de (E, ||-||z) dans (F| ||
f est continue en a et de plus f(a) =1

YVi € V(l), dVg € VE((I), (’15‘ c Vg = f(’L‘) € VF)

1. Soit VF un ouvert de F.




Théoreme 3 : (Images réciproques d’ouverts, de fermés)

1. L'image réciproque d'un ouvert par une application continue est un
ouvert.

2. L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un
fermeé.

)

Démonstration : par hypothése :  Soit f une application continue de (E, ||-||z) dans (F| ||

f est continue en a et de plus f(a) =1

YVi € V(l), dVg € VE((I), (’15‘ c Vg = f(’L‘) € VF)

1. Soit Vg un ouvert de F.

Soit x € fH(Vp) ¢ammd flx) € Vp.




Théoreme 3 : (Images réciproques d’ouverts, de fermés)

1. L'image réciproque d'un ouvert par une application continue est un
ouvert.

2. L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un
fermeé.

)

Démonstration : par hypothése :  Soit f une application continue de (E, ||-||z) dans (F| ||

f est continue en a et de plus f(a) =1

YVi € V(l), dVg € VE((I), (’15‘ c Vg = f(’L‘) € VF)

1. Soit Vi un ouvert de F.

Soit z € f~1(Vp) 4= f(z) € Vp.
Or par hypothése :

Vp est un ouvert mmm) voisinage de f(x)




Théoreme 3 : (Images réciproques d’ouverts, de fermés)

1. L'image réciproque d'un ouvert par une application continue est un
ouvert.

2. L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un
fermeé.

Démonstration : par hypothése :  Soit f une application continue de (E, ||-||z) dans (F,|-]|z).

f est continue en a et de plus f(a) =1

YVi € V(l), dVg € VE((I), (’15‘ c Vg = f(’L‘) € VF)

1. Soit Vi un ouvert de F.

Soit z € f~1(Vp) 4= f(z) € Vp.
Or par hypothése :

Vp est un ouvert mmm) voisinage de f(x)

Par continuité de f :

Vg € Ve(x) [ Vo € Vi, f(x) € Vi



Théoreme 3 : (Images réciproques d’ouverts, de fermés)

1. L'image réciproque d'un ouvert par une application continue est un
ouvert.

2. L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un
fermeé.

Démonstration : par hypothése :  Soit f une application continue de (E, ||-||z) dans (F,|-]|z).

f est continue en a et de plus f(a) =1

YVi € V(l), dVg € VE(CE), (’15‘ c Vg = f(’L‘) € VF)

1. Soit Vi un ouvert de F.

Soit x € fH(Vp) ¢ammd flx) € Vp.

Or par hypothése :

Vp est un ouvert mmm) voisinage de f(x)

Par continuité de f :

Vg € Ve(x) [ Vo € Vi, f(x) € Vi

Donc Vi C f~1(Vp)

Comme Vg est un voisinage de r mmm) f _1(1@1) est un voisinage de



Théoreme 3 : (Images réciproques d’ouverts, de fermés)

1. L'image réciproque d'un ouvert par une application continue est un
ouvert.

2. L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un
fermeé.

Démonstration : par hypothése :  Soit f une application continue de (E, ||-||z) dans (F,|-]|z).

f est continue en a et de plus f(a) =1

YVi € V(l), dVg € VE(CE), (’15‘ c Vg = f(’L‘) € VF)

1. Soit Vi un ouvert de F.

Soit z € f~1(Vp) 4= f(z) € Vp.
Or par hypothése :

Vp est un ouvert mmm) voisinage de f(x)

Par continuité de f :

Vg € Ve(x) [ Vo € Vi, f(x) € Vi

Donc Vi C f~1(Vp)

Comme Vg est un voisinage de r mmm) f _1(1@1) est un voisinage de

démonstration vraie pour tout f(x) € Vi, =) f~1(V) est bien un ouvert
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1. L'image réciproque d'un ouvert par une application continue est un
ouvert.

2. L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un
fermeé.
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Démonstration : par hypothése :  Soit f une application continue de (E, ||-||z) dans (F| ||
f est continue en a et de plus f(a) =1

YVi € V(l), dVg € VE((I), (’15‘ c Vg = f(’L‘) € VF)

2. Soit A un fermé de F. Alors



Théoreme 3 : (Images réciproques d’ouverts, de fermés)

1. L'image réciproque d'un ouvert par une application continue est un
ouvert.

2. L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un
fermeé.

Démonstration : par hypothése :  Soit f une application continue de (E, ||-||z) dans (F,|-]|z).
f est continue en a et de plus f(a) =1

YVi € V(l), dVg € VE((I), (’15‘ c Vg = f(’L‘) € VF)

2. Soit A un fermé de F. Alors

reCrf Y A) < f(z) € A= f(z) € CpA <=z € fHCFpA)
) Cef N (A) = fH(CrA)




Théoreme 3 : (Images réciproques d’ouverts, de fermés)

1. L'image réciproque d'un ouvert par une application continue est un
ouvert.
2. L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un

fermeé.

Démonstration : par hypothése :  Soit f une application continue de (E, ||-||z) dans (F,|-]|z).

f est continue en a et de plus f(a) =1

YVi € V(l), dVg € VE((I), (’15‘ c Vg = f(’L‘) € VF)

2. Soit A un fermé de F. Alors

reCrf Y A) < f(z) € A= f(z) € CpA <=z € fHCFpA)
) Cpf(4) = [ (CrA)

Comme A est un fermé de F

‘ C'r A est un ouvert de F



Théoreme 3 : (Images réciproques d’ouverts, de fermés)

1. L'image réciproque d'un ouvert par une application continue est un
ouvert.

2. L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un
fermeé.

Démonstration :  par hypothése : Soit f une application continue de (E, ||-||z) dans (F|

llg)-

f est continue en a et de plus f(a) =1

YVi € V(l), dVg € VE((I), (’15‘ c Vg = f(’L‘) € VF)

2. Soit A un fermé de F. Alors

reCrf HA) e f(z) € A= f(r) € CrA <=z c fH(CrA)
) Cpf(4) = [ (CrA)

Comme A est un fermé de F

‘ C'r A est un ouvert de F

Done compte-tenu de 1. ,

‘ f~HCpA) est un ouvert de E. =



Théoreme 3 : (Images réciproques d’ouverts, de fermés)

1. L'image réciproque d'un ouvert par une application continue est un
ouvert.

2. L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un
fermeé.

Démonstration : par hypothése :  Soit f une application continue de (E, ||-||z) dans (F,|-]|z).

f est continue en a et de plus f(a) =1

YVi € V(l), dVg € VE(CE), (’15‘ c Vg = f(’L‘) € VF)

. Soit A un fermeé de F. Alors

reCrf HA) e f(z) € A= f(r) € CrA <=z c fH(CrA)

’Cgf‘l(ﬂ) = f~HCpA)

‘omme A est un fermé de F

‘ C'p A est un ouvert de F'

Done compte-tenu de 1. ,
f~HCpA) est un ouvert de E. =

CefY(A) = fY(CrA) mm)  Cpf'(A) est un ouvert



Théoreme 3 : (Images réciproques d’ouverts, de fermés)

1. L'image réciproque d'un ouvert par une application continue est un
ouvert.

2. L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un
fermeé.

Démonstration : par hypothése :  Soit f une application continue de (E, ||-||z) dans (F,|-]|z).

f est continue en a et de plus f(a) =1

YVi € V(l), dVg € VE(CE), (’15‘ c Vg = f(’L‘) € VF)

. Soit A un fermeé de F. Alors

reCrf HA) e f(z) € A= f(r) € CrA <=z c fH(CrA)

’ Crf~Y(A) = f71(CrA)

‘omme A est un fermé de F

‘ C'p A est un ouvert de F'

Done compte-tenu de 1. ,
f~HCpA) est un ouvert de E. =

CefH(A) = fY(CrA) mm)  Cpf'(A) est un ouvert

Finalement CpCrf 1(A) = f~1(A) est un fermé.
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Théoréme 4 : (Image directe d'un compact)

Soient (E, ||-||)g) et (F,||-||)r) deux EVN. Soit f une application continue
de E dans F', alors I'image direct d'un compact de E par f est un compact
de F.

Démonstration :

Soit A un compact de E et f une application continue sur A.

Si (by)nen est une suite d’éléments de f(A) alors pour Vn € N,
da, € A telle que b, = flan).
A étant compact, il existe une suite extraite Ag(n) CONVEIgente vers a € A.

Or f est continue donc (by,)) = (f(agm))) converge vers f(a) € f(A)

‘ f(A) est un compact
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objectif de ce chapitre

~

—p généraliser des notions que vous avez étudié dans le cas des applications de R dans R

—p introduire rigoureusement des concepts que vous avez déja utilisé en physique

. J
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—p généraliser des notions que vous avez étudié dans le cas des applications de R dans R

—p introduire rigoureusement des concepts que vous avez déja utilisé en physique

. J

1. dérivée premiére — dérivée partiel du premier ordre :
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-

objectif de ce chapitre

~

—p généraliser des notions que vous avez étudié dans le cas des applications de R dans R

—p introduire rigoureusement des concepts que vous avez déja utilisé en physique

. J

1. dérivée premiére — dérivée partiel du premier ordre :

exemple

f o 2 — [R3
(z,y) > f(I,y)=(:r+y,fﬂ2—y2,:r2y)

daf B

a—I » = (]_JQI,QIy)
' of | _ . 2

Sy o - (]-:l 2y1 €T )
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objectif de ce chapitre

~

—p généraliser des notions que vous avez étudié dans le cas des applications de R dans R

—p introduire rigoureusement des concepts que vous avez déja utilisé en physique

. J

1. dérivée premiére — dérivée partiel du premier ordre :

exemple

f o 2 — [R3
(z,y) > f(I,y)=(:r+y,fﬂ2—y2,:r2y)

daf B

a—I » = (]_JQI,QIy)
' of | _ . 2

Sy o - (]-:l 2y1 €T )

On introduira également la notion de gradient
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objectif de ce chapitre

~

—p généraliser des notions que vous avez étudié dans le cas des applications de R dans R

—p introduire rigoureusement des concepts que vous avez déja utilisé en physique

. J

2. différentiabilité, différentielle, classe C!

exemple

ou
dI' + v

ou

— dVv
oT

Tu.Vo

dU(T(}, %) =

Tu.Vo

3. Nous généraliserons la notion d’équation différentielle d’ordre 1 en
introduisons les équations aux dérivées partielles du ler ordre

exemple

SEI(Iiy:z) + aEy(I:y:z) + aEz{x!yaz} . P
dx vy 0z T e
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Définition 1 : (Dérivée partielle)

Soit U un ouvert de RP. Soit a € RP et f une application de U dans
F (ou F est un EVN). Soit (e1,e2,...,e,) la base canonique de RP. On dit
dit que f admet une dérivée partielle premiére en a par rapport a la jéme
variable si, et seulement si, I'application

Tt fla+tey)

est dérivable en 0 avec D; = {t € R / a+te; € U}. On a alors :

of fla+te;) — f(a)
t

Oz

= ¢/(0) = lim

J t—0

a
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Définition 1 : (Dérivée partielle)

Soit U un ouvert de RP. Soit a € RP et f une application de U dans
F (ou F est un EVN). Soit (e1,ea, ...,ep) la base canonique de RP. On dit
dit que f admet une dérivée partielle premiére en a par rapport a la jéme
variable si, et seulement si, I'application

T tes fla+tey)

est dérivable en 0 avec D; = {t € R / a+te; € U}. On a alors :

O | _ o) i L0t t0) = (@)

ox j J t—0 t

a

af dérivée de f par rapport a la jéme variable au point a
4 ﬁ

il (dit autrement on évalue cette dérivée au point a)

o 9f(a) Af [y
Autres notations : B Bz; {n‘])
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Exemple :

Soit f 'application suivante

f . R = R
(z,y) = flz,y) =32* + zy — 2¢°
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Soit f 'application suivante

f . R = R
(z,y) = flz,y) =32* + zy — 2¢°

e+ o) - foy

t—0 t
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Exemple :

Soit f 'application suivante

f . R = R
(z,y) = flz,y) =32* + zy — 2¢°

e+ o) - foy

t—0 t

:ﬁmf(fs+t,y) - f(z,y)

t—s0 t

of
dx

(z.y)
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Exemple :

Soit f 'application suivante

f . R = R
(z,y) = flz,y) =32* + zy — 2¢°

of| _, @+ @0)-swy
0z () 150 ¢
f x + t, uyy - f xTr,y
= lim ( ) (=9)
t—0 t
_ lim 3(x+ 1)+ (xz+t)y — 2y — 322 — zy + 2°

t—0 t
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Exemple :

Soit f 'application suivante

f . R = R
(z,y) = flz,y) =32* + zy — 2¢°

@y +¢0) - fay)

of :
— =1
0T |(2y) 10 ¢
f(:r+t,y) - f(I,y)
= lim
t—0 t
g 3(x+1)2 + (z +t)y — 2y? — 322 — ay + 212
Iy t

3t2 +6xt +ty .
lim ; —£%(3t+ﬁx+y)—6:r+y




2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Exemple :

Soit f 'application suivante

f . R = R
(z,y) = flz,y) =32* + zy — 2¢°

@y +¢0) - fay)

ol
0T |(2y) 10 ¢
f(:r+t,y)—f{:r,y]
= lim
t—s0 t
_]imS(:tr—I—t]E+(:1r—|—t]y—2y2—3:1.'2—:1.'5.-4—25.-2
! t
3t2 + 6xt + ¢
= lim u y:lim(3t+ﬁm+y)=61:+y
t—0 t t—0

Ce qui est bien équivalent a fixer y et a dériver par rapport a x :

af

. =6z +y

(x,y)
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Signification graphique :

af
dr

“ calculer la dérivée par rapport a x
ool au point rp de la fonction f(z,yp).
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Signification graphique :

ﬁ “ calculer la dérivée par rapport a x
or ool au point rp de la fonction f(z,yp).
f(x.y)
A

intersection du plan paralléle a4 xOz

situé en y = yg avec la courbe f(z,y)



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Signification graphique :

E»"f “ par rapport a x
or ool au point rp de la fonction f(z,yp).
f(x.y)
A fayg) 4
Y, fixe
¥ :
2y
4
X " xﬂ'
intersection du plan paralléle a4 xOz
f(l', yﬂ')

situé en y = yg avec la courbe f(z,y)
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Signification graphique :

E»"f “ par rapport a x
or ool au point rp de la fonction f(z,yp).
f(x.y)
A . f(xyy) 4
Y, fixe
¥ :
2y
g
X " xﬂ'
intersection du plan paralléle a4 xOz
situé en y = yg avec la courbe f(z,y) (@, yo)
of ‘ ‘
> I dérivée en xq de cette fonetion f(x, yp)

(z0,y0)



Propriété 1 :

Soit U un ouvert de RP. Soit f une application de U — R". f admet
une dérivée premicre par rapport a la jéme variable (7 € [1;p]) si, et

seulement si, pour Vi € [1;n], %
J

_ [ 9h
.\ Oz

est définie. Dans ce cas, on a

a a)

of
3:1.'j

O
S:Ej

o
o

i i

Démonstration :




Propriété 1 :

Soit U un ouvert de RP. Soit f une application de U — R". f admet
une dérivée premicre par rapport a la jéme variable (7 € [1;p]) si, et

seulement si, pour Vi € [1;n], % est définie. Dans ce cas, on a
I

_[ 9h
.\ Oz a

of
3:1.'j

o
o

o 97|,

C 0f2
Démonstration : Soit f une application de U € RP dans R"™.




Propriété 1 :

Soit U un ouvert de RP. Soit f une application de U — R". f admet
une dérivée premicre par rapport a la jéme variable (7 € [1;p]) si, et

seulement si, pour Vi € [1;n], % est définie. Dans ce cas, on a
I

_[ 9h
.\ Oz a

of
3:1.'j

o
o

o 97|,

C 0f2
Démonstration : Soit f une application de U € RP dans R"™.

Alors en toute généralité cette application peut s’écrire

f: UcCRr — R"
(@1, 0oy Tp) > f(:t.'l,...,:rp)=(fl(ﬂ:l,...,:rp); s fulz, ...,mp))




Propriété 1 :

Soit U un ouvert de RP. Soit f une application de U — R". f admet
une dérivée premicre par rapport a la jéme variable (7 € [1;p]) si, et

seulement si, pour Vi € [1;n], % est définie. Dans ce cas, on a
I

_[ 9h
.\ Oz a

of
3:1.'j

o
o

o 97|,

C 0f2
Démonstration : Soit f une application de U € RP dans R"™.

Alors en toute généralité cette application peut s’écrire

f: UcCRr — R"
(@1, 0oy Tp) > f(:t.'l,...,:rp)=(fl(ﬂ:l,...,:rp); s fulz, ...,mp))

DN

applications composantes de U C RP dans R




Propriété 1 :

Soit U un ouvert de RP. Soit f une application de U — R". f admet
une dérivée premicre par rapport a la jéme variable (7 € [1;p]) si, et

seulement si, pour Vi € [1;n], Bﬂ% est définie. Dans ce cas, on a
I

_[ 9h
.\ Oz a

of
3:1.'j

o
o

1
o 97|,

CO0fa
Démonstration : Soit f une application de U € RP dans R"™.
Alors en toute généralité cette application peut s’écrire

f: UcCRr — R"
(@1, 0oy Tp) > f(:t.'l,...,:rp]=(fl(ﬂ:l,...,:rp); s fulz, ...,mp))

DN

applications composantes de U C R dans R

dérivée par rapport a x;

| flatte) ~ fla)

SIJ: 0 t— i




Propriété 1 :

Soit U un ouvert de RP. Soit f une application de U — R". f admet
une dérivée premicre par rapport a la jéme variable (7 € [1;p]) si, et

seulement si, pour Vi € [1;n], Bﬂ% est définie. Dans ce cas, on a
I

_ [ 9h
o\ Oz .

of
3:1.'j

. Ofn
o

1
o 97|,

C 0f2
Démonstration : Soit f une application de U € RP dans R"™.

Alors en toute généralité cette application peut s’écrire

f: UcCRr — R"
(1) > [l nmy) = (filenmm) s s faler )
applications composantes de U C R dans R

dérivée par rapport a x;

| flatte) ~ fla)

SIJ: t—l) t

[

— lm (fl(ﬂ-FtEj)—fl(ﬂ]  fala +tej]—fﬂ(a])
t—0

4 - "




Propriété 1 :

Soit U un ouvert de RP. Soit f une application de U — R". f admet
une dérivée premicre par rapport a la jéme variable (7 € [1;p]) si, et

seulement si, pour Vi € [1;n], Bﬂ% est définie. Dans ce cas, on a
I

_ [ 9h
o\ Oz .

of
3:1.'j

. Ofn
o

1
o 97|,

CO0fa
Démonstration : Soit f une application de U  RP dans R"™.
Alors en toute généralité cette application peut s’écrire

f: UcCR — R"
(@1, 0p) > @1, e mp) = (@100 2) 5ot falon, o zy))

DN

applications composantes de U C RP dans R

dérivée par rapport a x;

of | _y, flatte) — fla)
SIJ: 0 t— i
— lm (fl(ﬂ-FtEj)—fl(ﬂ]  fala +tej]—fﬂ(a])
t—s) t oo t
- dfs - Ofn

_ (94
N 3Ij

)

\ A v e 3
a 3:1::,.- 5'1.'}'

[
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Définition 2 : (Fonction différentiable)

Soit U un ouvert de (R”,[|-[[ ). Soit @ € U. Soit f une application de
U dans (F,||-||p). Soit Uy 'ensemble définie par

Uy={heRl /a+helU}

On dit que f est différentiable en a si, et seulement si, il existe une
application linéaire [ de P dans F' et une application ¢ de Uy dans F
telles que :

L. hl_l}%p e(h) = 0p

2. Vhe Uy, fla+h)= f(a)+I(h)+|h],e(h)

Le second point est le développement limité a l'ordre 1 de f en a. On dit
que f est différentiable sur U si, et seulement si, f est différentiable en tout
point de U.
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ol <) =

vhe Uy, fla+h)= fla)

Théoréme 1 : (différentielle)

Soit U un ouvert de E = (RP,||-||g). Soit a € U. Soit f une a
tion de U dans (F, ||-|| ). Si f est différentiable en a alors I'applicatio
unique. Cette application est appelé différentielle de f en a et est notée D, f.

Démonstration : voir polycopié
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Propriéte 2 -

Toute application linéaire ¢ de RP dans un EVN quelcongue F' oest
différentiable et pour Ya € RP, D¢ = ¢

Démonstration :
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Propriéte 2 -

Toute application linéaire ¢ de RP dans un EVN quelcongue F' oest
différentiable et pour Ya € RP, D¢ = ¢

Démonstration :

¢ est linéaire.
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Propriéte 2 -

Toute application linéaire ¢ de RP dans un EVN quelcongue F' oest
différentiable et pour Ya € RP, D¢ = ¢

Démonstration :
¢ est linéaire.
Done, Ya,h € RP, on a

¢la+h) = ¢la) +o(h) + 0F
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Propriéte 2 -

Toute application linéaire ¢ de RP dans un EVN quelcongue F' oest
différentiable et pour Ya € RP, D¢ = ¢

Démonstration :
¢ est linéaire.
Done, Ya,h € RP, on a

¢la+h) = ¢la) +o(h) + 0F

on a donc juste a poser que Dy = ¢ et e(h) = 0p
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Propriété 3 :

Soit U un ouvert de RP. Soit a € U et f une application de U — F.
Si f est différentiable en a, alors, ses dérivées partielles premiéres par
rapport i toutes ses variables sont définies en a et sa différentielle en ce
point est donnée par

Dof RP —~ F
h=(hi,...hy) + Daf(h)=3"_ h; 2L

vy |,

Démonstration :
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Propriété 3 :

Soit U un ouvert de RP. Soit a € U et f une application de U — F.
Si f est différentiable en a, alors, ses dérivées partielles premiéres par
rapport i toutes ses variables sont définies en a et sa différentielle en ce
point est donnée par

Dof RP —~ F
h=(hi,...hy) + Daf(h)=3"_ h; 2L

vy |,

Démonstration : Etudions tout d’abord les dérivées

vi€lLp] : N | cpdiertie) ~ @)

amj ) t—0 t
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Propriété 3 :

Soit U un ouvert de RP. Soit a € U et f une application de U — F.
Si f est différentiable en a, alors, ses dérivées partielles premiéres par
rapport i toutes ses variables sont définies en a et sa différentielle en ce
point est donnée par

Daf - RP — F
h=(hy,...,hy) +— Dof(h)=3"_ h; 2L

vy |,

Démonstration : Etudions tout d'abord les dérivées

vi€lLp] : N | cpdiertie) ~ @)

amj ) t—0 t

f est différentiable par hypothése. Il existe done une différentielle D, f telle que

fla+tej) = f(a) + Dy f(te;) + ||te;]| e(te;)
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Propriété 3 :

Soit U un ouvert de RP. Soit a € U et f une application de U — F.
Si f est différentiable en a, alors, ses dérivées partielles premiéres par
rapport i toutes ses variables sont définies en a et sa différentielle en ce
point est donnée par

Daf - RP — F
h=(hy,...,hy) +— Dof(h)=3"_ h; 2L

vy |,

Démonstration : Etudions tout d'abord les dérivées

vi€[Lp] : Of | ppd(ette)—jla)

SIJ' t—0 t

[

f est différentiable par hypothése. Il existe done une différentielle D, f telle que

fla+tej) = f(a) + Dy f(te;) + ||te;]| e(te;)

J D, f(te; eqill e(te; .
o OL| iy DoTEN RGN _ o (D, (o) + e etey))

dxj|, t=0 t




2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Propriété 3 :

Soit U un ouvert de RP. Soit a € U et f une application de U — F.
Si f est différentiable en a, alors, ses dérivées partielles premiéres par
rapport i toutes ses variables sont définies en a et sa différentielle en ce
point est donnée par

Daf - RP — F
h=(hy,...,hy) +— Dof(h)=3"_ h; 2L

vy |,

Démonstration : Etudions tout d'abord les dérivées

vi€[Lp] : Of | ppd(ette)—jla)

SIJ' t—0 t

[

f est différentiable par hypothése. Il existe done une différentielle D, f telle que

fla+tej) = f(a) + Dy f(te;) + ||te;]| e(te;)

J D, f(te; eqill e(te; .
o OL| iy DoTEN RGN _ o (D, (o) + e etey))

dxj|, t=0 t

. Daf(ﬂj)

i

of
‘a_xj
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Propriété 3 :

Soit U un ouvert de RP. Soit a € U et f une application de U — F.
Si f est différentiable en a, alors, ses dérivées partielles premiéres par
rapport i toutes ses variables sont définies en a et sa différentielle en ce
point est donnée par

Dof RP —~ F
h=(hi,...hy) + Daf(h)=3"_ h; 2L

vy |,

= af(Ej)

i

of
‘a—%
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Propriété 3 :

Soit U un ouvert de RP. Soit a € U et f une application de U — F.
Si f est différentiable en a, alors, ses dérivées partielles premiéres par
rapport i toutes ses variables sont définies en a et sa différentielle en ce

point est donnée par

D.f - P — F
h=(hi,...hy) + Duf(h)=

P
=1

h

af

vy |,

= af(Ej)

i

of
‘a—%

p
Prenons donc h = (hy, hy,...,hy,) = Zh’iﬁi
i=1
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Propriété 3 :

Soit U un ouvert de RP. Soit a € U et f une application de U — F.
Si f est différentiable en a, alors, ses dérivées partielles premiéres par
rapport i toutes ses variables sont définies en a et sa différentielle en ce
point est donnée par

Daf - RP — F
h=(hy,...,hy) +— Dof(h)=3"_ h; 2L

vy |,

= af(Ej)

i

of
‘a—%

p
Prenons donc h = (hy, hy,...,hy,) = Zh’iﬁi
i=1

Alors par linéarité de D, f on a

p
Daf{h) - Daf(z hiﬁi)
i=1
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Propriété 3 :

Soit U un ouvert de RP. Soit a € U et f une application de U — F.
Si f est différentiable en a, alors, ses dérivées partielles premiéres par
rapport i toutes ses variables sont définies en a et sa différentielle en ce
point est donnée par

Daf - RP — F
h=(hy,...,hy) +— Dof(h)=3"_ h; 2L

vy |,

= af(Ej)

i

of
‘a—%

p
Prenons donc h = (hy, hy,...,hy,) = Zh’iﬁi
i=1

Alors par linéarité de D, f on a

p p
Daf{h) - Daf(z hiﬁi) - Zhiﬂaf(ﬁi)
i=1

i=1
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Propriété 3 :

Soit U un ouvert de RP. Soit a € U et f une application de U — F.
Si f est différentiable en a, alors, ses dérivées partielles premiéres par
rapport i toutes ses variables sont définies en a et sa différentielle en ce
point est donnée par

Daf - RP — F
= (h1,..shy) +— Dof(h) =3P h; 2L

vy |,

af(Ej)

of
‘a—%

i

p
Prenons donc h = (hy, hy,...,hy,) = Zh’iﬁi

Alors par linéarité de D, f on a

D,f(h) = J(Zh e;) = Zh D,f(e;)

i=1

P Sf
D,f(h

i
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Interprétation de la différentielle et Lien avec la physique (voir TD)

-

o

D, f(h) correspond a la variation de la fonction f au point a lorsque

I'on se déplace du vecteur h & partir du point a (lorsque h tend vers ()

Vh € Uo, f(a+h) = f(a) + Daf(h) + |hll ()

lim e(h) = 0
avec hl—I:}}E(] Op

/

/ Soit U I'énergie interne d'un systéme.
U dépend de la température et du volume par exemple

= U(T,V)

La différenticlle de U au point(Tg, Vj) est

ou

o dl' + —

dU(Ty, Vo) = == dv

oV

Th.Vo Tn, Vo

k oT

~

/
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Interprétation de la différentielle et Lien avec la physique (voir TD)

-

o

4 I N )
(T,V) — (z1,%2)
D,f(h) = ?:1 h; % ) avec (T{;gﬁ) — aD i
-.—.—} a
dradV] — b= (b
\ { ) ( 1 2) /
v = 22 ar+ Y v A
aT To Vo oV To Ve

L g

variation d’énergie interne U lorsque

la température passe de Ty 4 Ty + dT
et le volume passe de Vp a Vg + dV /
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Propriété 4 :

Soit U un ouvert de RP. Soit a € U. Soit (F,|-||z) un EVN. Soit f
une application de U — F. Alors si f est différentiable en a, alors f est

continue en a.

Démonstration :
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Propriété 4 :

Soit U un ouvert de RP. Soit a € U. Soit (F,|-||z) un EVN. Soit f
une application de U — F. Alors si f est différentiable en a, alors f est

continue en a.

Démonstration
/ Rappel : \

f différentiable en a

{Vh:(hl,... ]EUnavccU{}:{hEIRp/u+hEU}
— fla+h) = f(a) +Zh"3;

+ |7l g e(h)

a J

o
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Propriété 4 :

Soit U un ouvert de RP. Soit a € U. Soit (F,|-||z) un EVN. Soit f
une application de U — F. Alors si f est différentiable en a, alors f est

continue en a.

/ Rappel : \

f différentiable en a

{Vh:(hl,... p}EUﬁﬂvch{}:{hEIRp/a+hEU}
— fla+h) = f(a) +Zh"3;

Démonstration

+ |7l g e(h)

; J

o

En prenant la norme de I'expression précédente

p f
el

=1 >

[fla+h) = fla)lp= + [[2ll g e(h)

[

51
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Propriété 4 :

continue en a.

Soit U un ouvert de RP. Soit a € U. Soit (F,|-||z) un EVN. Soit f
une application de U — F. Alors si f est différentiable en a, alors f est

Démonstration

/ Rappel :

f différentiable en a

o

h = (hy, ..., p}EUﬁﬂvec U{}:{hEIRP/u+hEU}

fla+h) = f(a) +Zhj o

i

~

+ |7l g e(h)

J

En prenant la norme de I'expression précédente

[fla+h) = fla)lp=

S

Oz

[

+ [[2ll g e(h)

R

+ [kl g e(M)l 7
s

[
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Propriété 4 :

continue en a.

Soit U un ouvert de RP. Soit a € U. Soit (F,|-||z) un EVN. Soit f
une application de U — F. Alors si f est différentiable en a, alors f est

Démonstration

/ Rappel :

f différentiable en a

o

h = (hy, ..., p}EUﬁﬂvec U{}:{hEIRP/u+hEU}

fla+h) = f(a) +Zhj o

i

~

+ |7l g e(h)

J

En prenant la norme de I'expression précédente

[fla+h) = fla)lp=

i’;

Oz

[

+ [[2ll g e(h)

+ 2l g @l — OF

i

R

+ [kl g e(M)l 7
s

[
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Propriété 4 :

Soit U un ouvert de RP. Soit a € U. Soit (F,|-||z) un EVN. Soit f
une application de U — F. Alors si f est différentiable en a, alors f est

continue en a.

Démonstration

/ Rappel :

f différentiable en a

o

h=(hy,....h }EUﬁavch{}:{hEIRp/u+hEU}

fla+h) = f(a) +Zhj o

i

~

+ |7l g e(h)

J

En prenant la norme de I'expression précédente

[fla+h) = fla)lp=

i’;

xj

[

+ [[2ll g e(h)

+ 2l g @l — OF

i

mmm) [ fla+h)=f(e)

R

+ [kl g e(M)l 7

[

_f"-‘



Analyse dans R"

Théoréme 2 : (Différentiabilité sur R?)

Soit U un ouvert de R?. Soit (x,y) € U. Soit (F,|||;;) un EVN. Et
enfin, soit f une application de U dans F. Alors f est différentiable en
(z,y), si, et seulement si

J
I+h1,y+hg)—f{I,yJ—h13—£

af B
ha 3y m,y) = 0p

1
lim _—
(h1.ha)—=(0,0) ||(hy, ho)]| (f (

€Iy

On la norme utilisée n’a pas d’influence sur le résultat final.

Démonstration :

2023/2024

Mathématiques preIlNG 2

-—> (1)
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Théoréme 2 : (Différentiabilité sur R?)

Soit U un ouvert de R?. Soit (x,y) € U. Soit (F,|||;;) un EVN. Et
enfin, soit f une application de U dans F. Alors f est différentiable en
(z,y), si, et seulement si

J
I+h1,y+hg)—f{I,yJ—h13—£

af B
ha 3y m,y) = 0p

1
lim _—
(h1.ha)—=(0,0) ||(hy, ho)]| (f (

€Iy

On la norme utilisée n’a pas d’influence sur le résultat final.

Démonstration :  Etape 1 : f différentiable = (1) ?

2023/2024

Mathématiques preIlNG 2

-—> (1)
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Théoréme 2 : (Différentiabilité sur R?)

Soit U un ouvert de R?. Soit (x,y) € U. Soit (F,|||;;) un EVN. Et
enfin, soit f une application de U dans F. Alors f est différentiable en

(z,y), si, et seulement si
af

—hy —L
Eﬂy

J
oth, y+ha) — £ (2, y)—h 2L

52 m,y) = 0p| e (1)

1
lim _—
(h1.ha)—=(0,0) ||(hy, ho)]| (f(

€Iy

On la norme utilisée n’a pas d’influence sur le résultat final.

Démonstration :  Etape 1: f différentiable = (1) ?

/f est différentiable au point (x,y) ™~
of of
flz+hy,y+h2) = fle,y)+hy =—| +he =—| +|/(h1,h2)| (b1, ha)
~ SI Ty ay oy
avec  lim  €(hy, hy) = O

\_ (h1,ha2)—(0,0) J
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Analyse dans R"

Théoréme 2 : (Différentiabilité sur R?)

Soit U un ouvert de R?. Soit (x,y) € U. Soit (F,|||;;) un EVN. Et
enfin, soit f une application de U dans F. Alors f est différentiable en

(z,y), si, et seulement si
af

—hy —L
Eﬂy

J
oth, y+ha) — £ (2, y)—h 2L

52 m,y) = 0p| e (1)

1
lim _—
(h1.ha)—=(0,0) ||(hy, ho)]| (f(

€Iy

On la norme utilisée n’a pas d’influence sur le résultat final.

Démonstration :  Etape 1: f différentiable = (1) ?

/f est différentiable au point (x,y) N
0 d
/07 = S50 4 S|t S ko) e, ha)
avec lim €(hy, hg) = 0p o o
\_ (h1,h2)—(0,0) )
1 of af
—_ +hi,y +ha) — Y)—hi=—| —hy—
[(or, B (”5” Ly +he) —f@y) —hgy) —hegy I,y)

= e(hy, h2)
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Analyse dans R"

Théoréme 2 : (Différentiabilité sur R?)

Soit U un ouvert de R?. Soit (x,y) € U. Soit (F,|||;;) un EVN. Et
enfin, soit f une application de U dans F. Alors f est différentiable en

(z,y), si, et seulement si
af

—hy —L
Eﬂy

J
oth, y+ha) — £ (2, y)—h 2L

52 m,y) = 0p| e (1)

1
lim _—
(h1.ha)—=(0,0) ||(hy, ho)]| (f(

€Iy

On la norme utilisée n’a pas d’influence sur le résultat final.

Démonstration :  Etape 1: f différentiable = (1) ?

/f est différentiable au point (x,y) )
d d
/YD) = S S|t S ko) e, ha)
avec lim €(hy, hg) = 0p o o

\ (h1,hz2)—(0,0) /
. 1 df df
lim —_— r+hy,y+ha)— fle,y) — h1=— — hoy —

sy 00) TChr, B (f by i) =@y =g —h, I.y)

= lim e(hi,ha) =0p
(hyha)—(0,0)
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Analyse dans R"

Théoréme 2 : (Différentiabilité sur R?)

Soit U un ouvert de R?. Soit (x,y) € U. Soit (F,|||;;) un EVN. Et
enfin, soit f une application de U dans F. Alors f est différentiable en
(z,y), si, et seulement si

J
I+h1,y+hg)—f{I,yJ—h13—£

af B
ha 3y m,y) = 0p

1
lim _—
(h1.ha)—=(0,0) ||(hy, ho)]| (f (

€Iy

On la norme utilisée n’a pas d’influence sur le résultat final.

Démonstration :  Etape 2: (1) wesd f différentiable 7
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Théoréme 2 : (Différentiabilité sur R?)

Soit U un ouvert de R?. Soit (x,y) € U. Soit (F,|||;;) un EVN. Et
enfin, soit f une application de U dans F. Alors f est différentiable en
(z,y), si, et seulement si

1 af of
lim — | fle+hy, y+ho) = flx,y)—hy =— —ho — =0p| - (1
(h1,h2)—(0,0) || (A1, ha)|| ( ( ) (=) dx Ty dy T,y (1)
On la norme utilisée n’a pas d’influence sur le résultat final.
Démonstration :  Etape 2: (1) wemd f différentiable 7
Par hypotheése
: 1 df af
im — ———| f(z+hy, y+ho)—flz,y)—h1 z=| —ha== = 0p
(h1,h2)=(0,0) || (1, h2)| ( ( ) Or|py " OYlyy



Analyse dans R"

Théoréme 2 : (Différentiabilité sur R?)

Soit U un ouvert de R?. Soit (x,y) € U. Soit (F,|||;;) un EVN. Et
enfin, soit f une application de U dans F. Alors f est différentiable en
(z,y), si, et seulement si

J
I+h1:y+h2)_f{xiy)_hla_i

df B
iz Ay Iiy) =0

1
lim _—
(h1.ha)—=(0,0) ||(hy, ho)]| (f(

€Iy

On la norme utilisée n’a pas d’influence sur le résultat final.

Démonstration :  Etape 2: (1) = f différentiable 7

Par hypotheése
1

lim - of
(h1,h2)—(0,0) || (A1, ho)||

L of
90| M

(f(:r+h1,y+h2)—f(:r, y)—hy 3

I,y

posons

of

e(hy, ha) = (f (z+h,y+ha) = flz,y)—h15=| —hs

Ty

[(h1, ha)| ox

of
dy
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Théoréme 2 : (Différentiabilité sur R?)

Soit U un ouvert de R?. Soit (x,y) € U. Soit (F,|||;;) un EVN. Et
enfin, soit f une application de U dans F. Alors f est différentiable en
(z,y), si, et seulement si

1 af of
lim — | fle+hy, y+ho) = flx,y)—hy =— —ho — =0p| - (1
(h1,h2)—(0,0) || (A1, ha)|| ( ( ) (=) dx Ty dy T,y (1)
On la norme utilisée n’a pas d’influence sur le résultat final.
Démonstration :  Etape 2: (1) = f différentiable 7
Par hypotheése
: 1 df af
im — ———| f(z+hy, y+ho)—flz,y)—h1 z=| —ha== = 0p
(h1,h2)=(0,0) || (1, h2)| ( ( ) Or|py " OYlyy

posons of of
e(h1,h) = ———— f (z+h1, y+ho) —f(x,y)~h1 = | —hy L
||(h'1:h'2}|| ( ( ) dx T,y ay T,y
il ne reste plus qu'a réarranger les termes
df of
f(I‘Fhl:y"‘hZ) - f(I,y)‘I‘h.]_ 3_ +h'2 o +||(h11h2)||f(h'11h'2}
T4y Y |,y
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Déninition 3 : (Fonction de classe C!)

Soit U un ouvert de RP. Soit (F\|-||;) un EVN. Soit f une applica-
tion de U dans F. Alors f est dite de classe C! sur U si, et seulement
si, toutes les fonctions dérivées partielles premicres de f sont définies et
continues en tout point a € /. On note C'(U, F') I'ensemble des applications

de U dans F de classe C! sur UU.
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Déninition 3 : (Fonction de classe C!)

Soit U un ouvert de RF. Soit (F,|||) un EVN. Soit f une applica-
tion de U dans F. Alors f est dite de classe C! sur U si, et seulement
si, toutes les fonctions dérivées partielles premicres de f sont définies et
continues en tout point a € /. On note C'(U, F') I'ensemble des applications

de U dans F de classe C! sur UU.

Propriété 5 :

Toute application ¢ linéaire de R? dans F est de classe C! sur RP.

Démonstration :  Soit {¢;} la base canonique de R?.
Alors, sia € RP : ¢ = lim olatte) = ¢ = lim ¢ ks bl = ¢(e;)
dzri|, t=0 t t—s0 t

mm)  pour tout i € [1,p], les dérivées partielles sont définies.

, : do
De plus, la fonction T B — F
dg

a = 5 = ¢(e;) continue

o
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Théoréme 3

Soit U wun ouvert de E = RP. Soit (F,|-||;) un EVN. Soit f une
application de U dans F. Si f est de classe C! sur U, alors

1. f est différentiable sur U.

2. f est continue sur U.

Démonstration :
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Théoréme 3

Soit U wun ouvert de E = RP. Soit (F,|-||;) un EVN. Soit f une
application de U dans F. Si f est de classe C! sur U, alors

1. f est différentiable sur U.

2. f est continue sur U.

Démonstration :

1. Admis
2. Si f est C! alors f est différentiable sur U

f est différentiable sur U mmmm)  f est continue sur U (propriété 4)
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Théoréme 3

Soit U wun ouvert de E = RP. Soit (F,|-||;) un EVN. Soit f une
application de U dans F. Si f est de classe C! sur U, alors

1. f est différentiable sur U.

2. f est continue sur U.

Démonstration :

1. Admis
2. Si f est C! alors f est différentiable sur U

f est différentiable sur U mmmm)  f est continue sur U (propriété 4)

f est continue ena € U

fe € U;F) % f est différentiable en a € U

Jf admet toutes ses dérivées partielles en a
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Tllustration :

Soit la fonction

f : UcR? -5 R

- 2) sin - si(x
@y - f(x,y):{( #)sin (=) si () £ (0.0)
0 5i (z,y) = (0,0)
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Tllustration :

Soit la fonction

f : UcR? -5 R

- 2) sin - si(x
@y - f(x,y):{( #)sin (=) si () £ (0.0)
0 5i (z,y) = (0,0)

Continuité en (0,0)7
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Tllustration :

Soit la fonction

f : UcR? -5 R

- 2) sin L 81 (z
@y - f(x,y):{( #)sin (=) si () £ (0.0)
0 5i (z,y) = (0,0)

Continuité en (0,0)7

(. N

If{I1 y)' -
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Tllustration :

Soit la fonction

f : UcR? -5 R

- 2) sin L 81 (z
@y - f(x,y):{( #)sin (=) si () £ (0.0)
0 5i (z,y) = (0,0)

Continuité en (0,0)7

-

If{I1 y)' -

~

1
(IE — yg] sin
Va2 +y?
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Tllustration :

Soit la fonction

f : UcR? -5 R

- 2) sin L 81 (z
@y - f(x,y):{( #)sin (=) si () £ (0.0)
0 5i (z,y) = (0,0)

Continuité en (0,0)7

-

If{I1 y)' -

~

< |z +y°| — 0
(0,0)

1
(IE — yg] sin
Va2 +y?

- Y,
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Tllustration :

Soit la fonction

f : UCcR? — R

- 2) sin L 81 (z
@y - f(x,y):{( #)sin (=) si () £ (0.0)
0 5i (z,y) = (0,0)

Continuité en (0,0)?

-

~

1
|f(z,y)| = (I2+y2)sin( ) <|®+3y? —0
VY (0,0)
lim waa) =40
(x,y)—(0,0) f=y)

k ‘ f, est continue sur R2. /
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Illustration: f : UCR? — R

Différentiabilité en (0,0) 7
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Illustration: f : UCR? — R

Différentiabilité en (0,0) 7

ﬂm: fonction de R? — R est différentiable, en (z,y), si, et seulement si :\

+ 1 of df
1 — =0r
{"111’12])12(“1“} [ (R1, ha)|l (f( Iry) '

hi,y+hs)— —hy 2| —hg =L
r+ny, y+ 2) flz,y) L5, Eﬁy

I,y

\_ /
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Illustration: f : UCR? — R

Différentiabilité en (0,0) 7

ﬂm: fonction de R? — R est différentiable, en (z,y), si, et seulement si :\

of of ) = 0p
T,y

Lim Wb Ba)l r+h ! +hg)— I, —hy — —ho —
(h1,h2)=(0,0) || (b1, h2)|| (f( Ly+he) = f (@ y)—h O 25y

I,y

calculons tout d’abord les dérivées partielles

af
dr

(00)

\_ /
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Illustration: f : UCR? — R

Différentiabilité en (0,0) 7

ﬂm: fonction de R? — R est différentiable, en (z,y), si, et seulement si :\

+ 1 of df
1 — =0r
{"111’12])12(“1“} [ (R1, ha)|l (f( Iry) '

hi,y+hs)— —hy 2| —hg =L
r+ny, y+ 2) flz,y) L5, Eﬁy

I,y

calculons tout d’abord les dérivées partielles

of
dr

= Ta f(t:[}) B f([}: [})
t—s0) {

(0.0)

\_ /
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Illustration: f : UCR? — R

Différentiabilité en (0,0) 7

ﬂm: fonction de R? — R est différentiable, en (z,y), si, et seulement si :\

of of ) = 0p
T,y

Lim Wb Ba)l r+h ! +hg)— I, —hy — —ho —
(h1,h2)=(0,0) || (b1, h2)|| (f( Ly+he) = f (@ y)—h O 25y

I,y

calculons tout d’abord les dérivées partielles

af
dr

Gl O —J0,0) 1(95 L )

t—0 t t—0 t

(0.0)

\_ /
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Illustration: f : UCR? — R

Différentiabilité en (0,0) 7

ﬂm: fonction de R? — R est différentiable, en (z,y), si, et seulement si :\

of of ) = 0p
T,y

Lim Wb Ba)l r+h ! +hg)— I, —hy — —ho —
(h1,h2)=(0,0) || (b1, h2)|| (f( Ly+he) = f (@ y)—h O 25y

I,y

calculons tout d’abord les dérivées partielles

Gl il = d0,0) :liml(tgsini—[})
ox 00 0 t t—0 1 2|
= leDtSIHH =)

\_ /
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Illustration: f : UCR? — R

Différentiabilité en (0,0) 7

ﬂm: fonction de R? — R est différentiable, en (z,y), si, et seulement si :\

of of ) = 0p
T,y

Lim Wb Ba)l r+h ! +hg)— I, —hy — —ho —
(h1,h2)=(0,0) || (b1, h2)|| (f( Ly+he) = f (@ y)—h O 25y

I,y

calculons tout d’abord les dérivées partielles

Ol il =JI00) liml(tzsini -0)
ox 00 0 t t—0 1 2|
= limtsini =il)= ﬁ
t—l) [t[ 3y {'D,ﬂ':l

\_ /
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Illustration: f : UCR? — R

Différentiabilité en (0,0) 7

ﬂm: fonction de R? — R est différentiable, en (z,y), si, et seulement si :\

€Ty

Lim Wb Ba)l r+h ! +hg)— I, —hy — —ho —
(h1,h2)=(0,0) || (b1, h2)|| (f( Ly+he) = f (@ y)—h O 25y

I,y

calculons tout d’abord les dérivées partielles

0| 0 —10:0) liml(tzsini - [})
dx 00 0 t t—0 t 2|
= limtsini =0= of
t—0 [t[ dy (0,0)

1

)Hn

N ]- 2 2 .
‘ lim ——| (] + h3) sin ———=
(h1,h2)—(0,0) \/hZ + h2 (( L) NCES
\ Done f est différentiable en (0, 0) /
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Mais les dérivées ne sont pas continue en (0,0) :
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Mais les dérivées ne sont pas continue en (0,0) :

/PDH]? cela calculons la dérivée par rapport 4 = en (z,y) quelconque \
of 1 |

T
- = 2rsin | ——— - COos | —F————
x|, , ( /22 + yz) (22 + y2)3/2 ( 22 + 2 yz)

. /
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Mais les dérivées ne sont pas continue en (0,0) :

/PDH]? cela calculons la dérivée par rapport 4 = en (z,y) quelconque \
of 1 |

T
- = 2rsin | ——— - COos | —F————
x|, , ( /22 + yz) (22 + y2)3/2 ( 22 + 2 yz)

Donc la dérivée premicére par rapport a x est donnée

_ 21 8In (\/ﬁ) —W Ccos (M) s1 (E, y) 7& {[}, [}]
€Ty 0 s1 (I, y) = ([}, [})

. /
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Mais les dérivées ne sont pas continue en (0,0) :

/PDH]? cela calculons la dérivée par rapport 4 = en (z,y) quelconque \
of 1 |

T
- = 2rsin | ——— - COos | —F————
x|, , ( /22 + yz) (22 + y2)3/2 ( 22 + 2 yz)

Donc la dérivée premicére par rapport a x est donnée

_ 21 8In (\/ﬁ) —W Ccos (M) s1 (E, y) 7& {[}, [}]
€Ty 0 s1 (I, y) = ([}, [})

Or, en prenant u,, = (1/n,0), alors

of
dr

_2. LR
= nbln(ﬂ] n(n )7 cos(n)

U

. /
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Mais les dérivées ne sont pas continue en (0,0) :

/PDH]? cela calculons la dérivée par rapport 4 = en (z,y) quelconque \
of 1 |

T
- = 2rsin | ——— - COos | —F————
x|, , ( /22 + yz) (22 + y2)3/2 ( 22 + 2 yz)

Donc la dérivée premicére par rapport a x est donnée

_ 21 sin (\/ﬁ) —W cos (M) s1 (x:l y) 7& {[}1 [}]
€Ty 0 s1 (I, y) = ([}, [})

of

Jx

Or, en prenant u,, = (1/n,0), alors

of
dr

_2. LR
= nbln(ﬂ] n(n )7 cos(n)

tn

o s 9

\ =——-n cos(n) /
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Mais les dérivées ne sont pas continue en (0,0) :

Pour cela calculons la dérivée par rapport 4 = en (z,y) quelconque

af
dx

1 T 1
= 2rsin | —— — COs | —F———
zy (vrg +y2) (z2 + y?)%/* (\/IZ +y2)

Donc la dérivée premicére par rapport a x est donnée

_ 21 sin (\/ﬁ) —W cos (M) s1 (x:l y) 7& {[}1 [}]
€Ty 0 s1 (I, y) = ([}, [})

of

Jx

Or, en prenant u,, = (1/n,0), alors

off _ 2. v L a2,
5 —nbln(ﬂ] n(n) cos(n)

SN 1 5 .
= —n“cos(n) qul ne converge pas vers ()
n

tn
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Mais les dérivées ne sont pas continue en (0,0) :

Pour cela calculons la dérivée par rapport 4 = en (z,y) quelconque

af
dx

1 T 1
= 2rsin | —— — COs | —F———
zy (vrg +y2) (z2 + y?)%/* (\fﬂ:z +y2)

Donc la dérivée premicére par rapport a x est donnée

sin [ —L— | — ——2%_— cos 1 -
g—f = QI st ( \'/W) {IE—FyE}H-"’E Co5 (\/W) Sl (xj y) % ([}j [}}
e o si (z,y) = (0,0)

Or, en prenant u,, = (1/n,0), alors

off _ 2. v L a2,
oz |, = nbln(ﬂ) n(n )7 cos(n)

SN 1 5 .
= —n“cos(n) qul ne converge pas vers ()

n

la fonction n'est pas C!
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Mais les dérivées ne sont pas continue en (0,0) :

2023/2024

Mathématiques preIlNG 2

Pour cela calculons la dérivée par rapport 4 = en (z,y) quelconque

af
dx

1 T
=2rsin| — | — Ccos
.y (*\H 72 +y2) (IE + yg)gﬁ (

Donc la dérivée premicére par rapport a x est donnée

2rsin [ ——— | - ——2%— cos L
= vrt4y? (x24y?)3/2 v x4yl

@y 0

of

Jx

Or, en prenant u,, = (1/n,0), alors

off _ 2. v L a2,
oz |, = nbln(ﬂ) n(n )7 cos(n)

o s 9

n

la fonction n'est pas C!

1
)

= —n“cos(n) qul ne converge pas vers ()

si (z,y) # (0,0)
st (x,y) = (0,0)

f est continue

en (0,0) § dérivées partielles premieres existent

dérivées partielles premicéres ne sont pas continues
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Théoreme 4 :

Soit U/ un ouvert de RP. Soit F un EVN quelconque. L'ensemble CH(U, F')
est un sous espace vectoriel des fonctions continues de U dans F', ¢’est-a-dire

de C(U, F).

Démonstration :
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Théoreme 4 :

Soit U/ un ouvert de RP. Soit F un EVN quelconque. L'ensemble CH(U, F')
est un sous espace vectoriel des fonctions continues de U dans F', ¢’est-a-dire

de C(U, F).

Démonstration :

1. La fonction nulle est le 0 de 'espace vectoriel C(U, F'). Or la fonction
nulle a pour dérivées partielles la fonction nulle. Donc la fonction

nulle a ses dérivées partielles continues. Finallement la fonction nulle
apprtient a CH(U, F).
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Théoreme 4 :

Soit U/ un ouvert de RP. Soit F un EVN quelconque. L'ensemble CH(U, F')

est un sous espace vectoriel des fonctions continues de U dans F', ¢’est-a-dire

de C(U, F).

Démonstration :

1. La fonction nulle est le 0 de 'espace vectoriel C(U, F'). Or la fonction
nulle a pour dérivées partielles la fonction nulle. Donc la fonction
nulle a ses dérivées partielles continues. Finallement la fonction nulle
apprtient a CH(U, F).

2. De plus pour YA € R,V f, g € CY(U, F), f+ Ag est également de classe
C! sur U car la somme de fonctions continues et continues et de méme
pour la dérivée (laissé en exercice). Done f + Ag € CH(U, F)
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Théoreme 5

Soit U un ouvert de RP. Soit FF un EVN quelconque. Alors, pour
Vf,g € CL(U,F), f x g € C'(U, F).

Démonstration : exercice.

Théoréeme 6 :

Soit U un ouvert de RBP et f une application de classe C' de U dans
RY. Soit V un ouvert de RY et g une application de classe C! de V dans R™.
Si f(U) C V, alors go f est de classe C! sur U.

Démonstration : Admis.
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Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Propriété 6 :

Soit f : R™ — R une fonction de classe C! sur un ouvert U. Soit
Uy, Ug,..., Uy, n fonctions de classe C! sur un intervalle I C R telles que

pour Vi € I, (ul(t) sug(t) .. un(t)) cU.
Alors la fonction
g : I — R
too glt) = F(un®) 5 ua(t) 5 unlt))
est de classe C! sur I et de plus, Vt € T

9f

!
t
+ o, (1) 9.

Démonstration : voir polycopié



g : I =+ R
t oo g(t) = F(w®); uat) ;i uat))
est de classe C! sur I et de plus, ¥t € T

af
day

+ ...+ uy(t) ﬁ

g (t) = uj(t)

g (#),... un (t) wp(t), ..., unlt)

Exemple :



g : I =+ R
t o= g(t) = F(w(t); ua(t) ;s ualt))
est de classe C! sur I et de plus, ¥t € T

af

dxq

; d
+ ...+ uy (t) %

g (#),... un (t)

g (t) = uj(t)

wy (t),....unlt)

Exemple : f
Soit la fonction définie par :

R® - R
(x,4,2) = flz,y,2)=zyz+1y?+=z

On introduit alors les fonctions = uy(t) = 2t + 3, y = ua(t) = ¢ et z = 2.

On cherche alors la dérivée de la fonction

g(t) = f(w(t), us(t), ua(®))



g : I =+ R
t = g(t)= f(m(f}: ug(t) ;.. ’u-nf.?‘}')

est de classe C! sur I et de plus, ¥t € T

0 f af |
q(t) = uy(t) o +o b Uy (t) i
) 1 dxy wy (t),....un (t) }'-'h'“ wy (t), o tin ()
Exemple : f o R3
Soit la fonction définie par : (,y,2) = fla,y,2)=ayz+y2+2

On introduit alors les fonctions = uy(t) = 2t + 3, y = ua(t) = ¢ et z = 2.

On cherche alors la dérivée de la fonction

g(t) = f(ul(t},ug{t},ug{t})

Deux méthodes -

1. On fait le calcul explicitement



g : I =+ R
t = g(t)= f(m(f}: ug(t) ;.. ’u-nf.?‘}')

est de classe C! sur I et de plus, ¥t € T

0 f af |
q(t) = uy(t) o +o b Uy (t) i
) 1 dxy wy (t),....un (t) }'-'h'“ wy (t), o tin ()
Exemple : f o R3 5 R
Soit la fonction définie par : (,y,2) = fla,y,2)=ayz+y2+2

On introduit alors les fonctions = uy(t) = 2t + 3, y = ua(t) = ¢ et z = 2.

On cherche alors la dérivée de la fonction

g(t) = f(ul(t},ug{t},ug{t})

Deux méthodes -

1. On fait le calcul explicitement

g(t)=(2t+ 3}tgﬁt o et if 42



g : I =+ R
t o g®) = F(ual); ualt) ;s ualt))

est de classe C! sur I et de plus, ¥t € T

0 f af
g (t) = uf f},(_ + .t lt) —
) L dxy wy (t),....un (t) }'-'}I“ wy (t), o tin ()
Exemple : f o R3 5 R
Soit la fonction définie par : (,y,2) = fla,y,2)=ayz+y2+2

On introduit alors les fonctions = uy(t) = 2t + 3, y = ua(t) = ¢ et z = 2.

On cherche alors la dérivée de la fonction

g(t) = f(w(t), us(t), ua(®))

Deux méthodes -

1. On fait le calcul explicitement
g(t)=(2t+ 3}tgﬁt o et if 42

) o(t) = (2t° + 9t% + 6t)e" + 2t + 2



g : I =+ R
t = g(t)= f(m(f}: ug(t) ;.. ’u-nf.?‘}')

est de classe C! sur I et de plus, ¥t € T

0 f af |
q(t) = u(t) o ot U (t) 5
/ ) L Oy wy (t),....un (t) }‘}f“ wy (t), o tin ()
Exefmple : f R3 - R
Soit la fonction définie par : (,y,2) = fla,y,2)=ayz+y2+2

On introduit alors les fonctions = uy(t) = 2t + 3, y = ua(t) = ¢ et z = 2.

On cherche alors la dérivée de la fonction

g(t) = f(ul(t},ug{t},ug{t})

Deux méthodes -

1. On fait le calcul explicitement
g(t)=(2t+ 3}tgﬁt o et if 42

) o(t) = (2t° + 9t% + 6t)e" + 2t + 2

2. On utilise la relation de la propriété 6

! ! .} ! .} ! .}
g1 = i) 2 vyt v
OF Ly (1) ua (1), u3 (1) OY luy (t),ua (t)us(t) OZ Juuy (8) jua () us (t)



g : I =+ R
t o g®) = F(ual); ualt) ;s ualt))

est de classe C! sur I et de plus, ¥t € T

J f of
q(t) = uy(t) o +o b Uy (t) i
/ ) 1( dx wy (t),....un (t) }‘}I“ wy (t), o tin ()
Exefmple : f R3 - R
Soit la fonction définie par : (,y,2) = fla,y,2)=ayz+y2+2

On introduit alors les fonctions = uy(t) = 2t + 3, y = ua(t) = ¢ et z = 2.

On cherche alors la dérivée de la fonction

g(t) = f(w(t), us(t), ua(®))

Deux méthodes -

1. On fait le calcul explicitement
g(t)=(2t+ 3}tgﬁt o et if 42

) o(t) = (2t° + 9t% + 6t)e" + 2t + 2

2. On utilise la relation de la propriété 6

! ! .} ! .} ! .}
g1 = i) 2 vyt v
OF Ly (1) ua (1), u3 (1) OY luy (t),ua (t)us(t) OZ Juuy (8) jua () us (t)

mm) g(t) = (2t° + 9t7 + 6t)e" + 2t + 2



Propriété 7 :

Soient U et V deux ouverts de RZ. Soit f une application de U dans R. Soient g; et gz deux applications de
V dans R. f, g1 et g2 sont C! sur leur domaine de définition respectif. Pour V(u, v) € V| (gl(u, v), ga(u, 1-')) e U.

est de classe C! sur V et de plus, Y(u,v) € V

Alors la fonction

h vV = R
(u,v) +— hlu,v)= f{g1(u,1’) ; g2(u, T»’})

dh _df

— g1
duluw — e

g1 (w,0), g3 (uw) 2%

-

dga
iy

g1 (u),g2 (uw) O

(TR w1

dh daf

e = 991
v lu v~ dr

af
g1 (uv), g2 (up) P

TR L Ay

dga
g1 (uw),g2 (v)

i,

Démonstration :



Propriété 7 :

Soient U et V deux ouverts de RZ. Soit f une application de U dans R. Soient g; et gz deux applications de
V dans R. f, g1 et g2 sont C! sur leur domaine de définition respectif. Pour V(u, v) € V| (gl(u, v), ga(u, 1-')) e U.

Alors la foncti h : V = R
ors la fonction
(u,v) +— hlu,v)= f{gl(u,t;) ; ga(u, L-'})

dh _df

— g1
duluw — e

g1 (w,0), g3 (uw) 2%

-

dga
iy

g1 (u),g2 (uw) O

est de classe C! sur V et de plus, Y(u,v) € V

(TR w1

dh daf

e = 991
v lu v~ dr

af
g1 (uv), g2 (up) P

TR L Ay

dga
g1 (uw),g2 (v)

i,

Démonstration :

Nous n'allons montrer ici que la premiére égalité la seconde se démontrant strictement de la méme fagon



Propriété 7 :

Soient U et V deux ouverts de RZ. Soit f une application de U dans R. Soient g; et gz deux applications de
V dans R. f, g1 et g2 sont C! sur leur domaine de définition respectif. Pour V(u, v) € V| (gl(u, v), ga(u, 1-')) e U.

Alors la foncti h : V = R
ors la fonction
(u,v) +— hlu,v)= f{gl(u,t;) ; ga(u, L-'})

dh _df

_ dg1 + of dga
Buluy = 8z g1 (w,v),g2(u) ey g1 (uv),g2(u,v) P
est de classe C! sur V et de plus, Y(u,v) € V
@| — 9f 991 ar 992
v lu,v Ox g1 (uw,v),g2(u,v) dv TRY Ay g1 (v ),g2(u,v) dv i,

Démonstration :

Nous n’allons montrer ici que la premiére égalité la seconde se démontrant strictement de la méme fagon

_ oh
on cherche a exprimer ——

du

en fonction des dérivées de gy et gs.
(TR



Propriété 7 :

Soient U et V deux ouverts de RZ. Soit f une application de U dans R. Soient g; et gz deux applications de
V dans R. f, g1 et g2 sont C! sur leur domaine de définition respectif. Pour V(u, v) € V| (gl(u, v), ga(u, 1-')) e U.

h vV = R
(u,v) +— hlu,v)= f{g1(u,1’) ; g2(u, T»’})

Alors la fonction

h _daf g1

= + af dg2
Sulup ™ 8z 91 (w,v), g2 (w,v) Ty - W 91 (w,v),g2 (1,v) Pl
est de classe C! sur V et de plus, Y(u,v) € V
Eﬂ£| — 9f 991 af 993
Fluw = 02 |g (uu)go(ue) P luw  Wlg(uv)ga(up) ¥ lup

Démonstration :

Nous n’allons montrer ici que la premiére égalité la seconde se démontrant strictement de la méme facon.

_ oh
on cherche a exprimer ——

du

en fonction des dérivées de gy et gs.
(TR

prendre la dérivée partielle de h par rapport 4 u revient a étudier la variation de h en fonction de u lorsque v est fixé



Propriété 7 :

Soient U et V deux ouverts de RZ. Soit f une application de U dans R. Soient g; et gz deux applications de
V dans R. f, g1 et g2 sont C! sur leur domaine de définition respectif. Pour V(u, v) € V| [gl (u,v), ga(u, 1-')) e U.

h vV = R
(u,v) +— hlu,v)= f{g1(u,1’) ; g2(u, T»’})

Alors la fonction

ah _af dg1 + 9f gz
Buluy = 8z g1 (w,v),g2(u) ey g1 (uv),g2(u,v) P
est de classe C! sur V et de plus, Y(u,v) € V
on o ao| L of 99
v lu,v oz g1 (uw,v),g2(u,v) v TR Ay g1 (v ),g2(u,v) v i, v

Démonstration :

Nous n’allons montrer ici que la premiére égalité la seconde se démontrant strictement de la méme facon.

o
on cherche a exprimer ——

du

en fonction des dérivées de gy et gs.

1w,

prendre la dérivée partielle de h par rapport 4 u revient a étudier la variation de h en fonction de u lorsque v est fixé

Introduisons donc les fonctions

- g} (u) = g1(u,v)

g3(u) = ga(u,v)
H(u) = h(u,v) = f(g{(u); g5(u))



Propriété 7 :

Soient U et V deux ouverts de RZ. Soit f une application de U dans R. Soient g; et gz deux applications de
V dans R. f, g1 et g2 sont C! sur leur domaine de définition respectif. Pour V(u, v) € V| [gl (w,v), g2(u, 1-')) e U.

h vV = R
(u,v) +— hlu,v)= f{g1(u,‘b') ; g2(u, T»’})

Alors la fonction

ah _ if g1 + af dga
Buluy = 8z g1 (w,v),g2(u) ey g1 (uv),g2(u,v) P
est de classe C! sur V et de plus, V(u,v) e V
oh|  _ 9f dg1 ar g2
dluw = g (w) ) P lup g (ue)ga(ur) Y luw

Démonstration :

Nous n’allons montrer ici que la premiére égalité la seconde se démontrant strictement de la méme facon.

oh

Ju

on cherche a exprimer en fonction des dérivées de gy et gs.

1w,

prendre la dérivée partielle de h par rapport 4 u revient a étudier la variation de h en fonction de u lorsque v est fixé

Introduisons donc les fonctions
; h
) o= - o
' o
g5 (u) = ga(u,v)
H(u) = h(u,v) = f(g{(u); g5(u))

= H'[u)

U,




Propriété 7 :

Soient U et V deux ouverts de RZ. Soit f une application de U dans R. Soient g; et gz deux applications de

V dans R. f, g1 et go sont C! sur leur domaine de définition respectif. Pour V(u, v) € V, (gl(u, v), ga(u, 1-')) e U.

h + V = R

Alors la fonction

oh| _ Of g1
1 duluy — dz g1 (u,v), g2 (uv) Ju u,v
est de classe C* sur V et de plus, V(u,v) € V
oh| _ O 01
Av u,v Oz gl{uet’}eg?{uet’} d U

-

(u,v) +— hlu,v)= f{g1(u,1’) ; g2(u, T»’})

g1 (uv).ga(uw) O

dy

(TR

daf
Ay

dga
g1 (uw),g2 (v)

i,

Démonstration :

H(u) = h(u,v) = f(g¥(u) ; g5(w))




Propriété 7 :
Soient U et V deux ouverts de RZ. Soit f une application de U dans R. Soient g; et gz deux applications de
V dans R. f, g1 et g2 sont C! sur leur domaine de définition respectif. Pour V(u, v) € V| (gl(u, v), ga(u, 1-')) e U.

h vV = R
(u,v) +— hlu,v)= f{g1(u,1’) ; g2(u, T»’})

Alors la fonction

dh _af dg1 + 9f g2

Buluy = 8z g1 (w,v),g2(u) ey g1 (uv),g2(u,v) P
est de classe C! sur V et de plus, Y(u,v) € V

@| — or 991 af 992

v luv Oz g1 (uw,v),g2(u,v) dv TR ay g1 (v ),g2(u,v) v uw,v

Démonstration :

H(u) = h(u,v) = f(g¥(u) ; g5(w))

d’aprés la propriété 6
of : df :
H'(w) = 5 (98 (u) + 52 (95 (u)
DL gy (u).g5 () Y gt (w),g5(u)




Propriété 7 :
Soient U et V deux ouverts de RZ. Soit f une application de U dans R. Soient g; et gz deux applications de
V dans R. f, g1 et g2 sont C! sur leur domaine de définition respectif. Pour V(u, v) € V| (gl(u, v), ga(u, 1-')) e U.

h vV = R
(u,v) +— hlu,v)= f{g1(u,1’) ; g2(u, T»’})

Alors la fonction

dh _af dg1 + 9f g2

Buluy = 8z g1 (w,v),g2(u) ey g1 (uv),g2(u,v) P
est de classe C! sur V et de plus, Y(u,v) € V

@| — or 991 af 992

v luv Oz g1 (uw,v),g2(u,v) dv TR ay g1 (v ),g2(u,v) v uw,v

Démonstration :

H(u) = h(u,v) = f(g¥(u) ; g5(w))

d’aprés la propriété 6

p af oyt of oy
H'(u) = . (g7) (u) + By (g2) (u)
TL ] gy (w),g5 (u) VY g7 (u), g3 (u)
1RV o E}gl (IR} . ':’}9'2
o @Y= @Y=




Propriété 7 :

Soient U et V deux ouverts de RZ. Soit f une application de U dans R. Soient g; et gz deux applications de
V dans R. f, g1 et g2 sont C! sur leur domaine de définition respectif. Pour V(u, v) € V| (gl(u v), ga(u 1)) e U

h vV = R
(u,v) +— hlu,v)= f{g1(u,1’) ; g2(u, T»’})

Alors la fonction

ah _af dg1 + 9f gz
Buluy = 8z g1 (w,v),g2(u) ey g1 (uv),g2(u,v) u, v
est de classe C! sur V et de plus, Y(u,v) € V
on| _ of do| o 992
dv luv oz g1 (w,v),g2(uv) P w,v Ylgi(u),gz(uv) o

¥
i,

Démonstration :
H(u) = h(u,v) = f(g7(u): g3(u))

d’aprés la propriété 6

df df o
H(?)—} (g )(}+} (g2) (u)
O | g7 (u),g5 (u) OY ¥ (u), g% (u)
g oty o Og2
or (97) (u) = Bu » (g5) (u) = 5.,

of

" Ox

39'1
o1 (u) gy O L

r:} f

" (}.-

3-‘?2

Y | g1 ) ga () O L

oh
- 5,




Propriété 7 :

Soient U et V deux ouverts de RZ. Soit f une application de U dans R. Soient g; et gz deux applications de
V dans R. f, g1 et g2 sont C! sur leur domaine de définition respectif. Pour V(u, v) € V| (gl(u v), ga(u 1)) e U

h vV = R
(u,v) +— hlu,v)= f{g1(u,1’) ; g2(u, T»’})

Alors la fonction

ah _af dg1 + 9f gz
Buluy = 8z g1 (w,v),g2(u) ey g1 (uv),g2(u,v) u, v
est de classe C! sur V et de plus, Y(u,v) € V
on| _ of do| o 992
dv luv oz g1 (w,v),g2(uv) P w,v Ylgi(u),gz(uv) o

¥
i,

Démonstration :
H(u) = h(u,v) = f(g7(u): g3(u))

d’aprés la propriété 6

df df o
H(?)—} (g )(}+} (g2) (u)
O | g7 (u),g5 (u) OY ¥ (u), g% (u)
g oty o Og2
or (97) (u) = Bu » (g5) (u) = 5.,

of

" Ox

39'1
o1 (u) gy O L

r:} f

" (}.-

3-‘?2

Y | g1 ) ga () O L

oh
- 5,
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Mathématiques preIlNG 2

Exemple :

=

Soit la fonction définie par : 9 2
(z,y) =22y +y° +x

=k



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Exemple :

R

Soit la fonction définie par : f ) ,
flz,y) =22y +y” +=x

—3
—

On introduit alors les fonctions {I =q(u,v)=u+v

y =ga(u,v)=u—v



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Exemple :

R

Soit la fonction définie par : 9 2
flz,y) =22y +y*" + =

—3
—

=g (u,v)=ut+v

On introduit alors les fonctions
y = ga(u,v) = u—v

et h(u,v) = f(g1(u,v),g2(u,v)) = fog avec g = (g1,92)



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Exemple :

R

Soit la fonction définie par : f ) ,
flz,y) =22y +y” +=x

—3
—

=g (u,v)=ut+v

On introduit alors les fonctions
y = ga(u,v) = u—v

et h(u,v) = f(g1(u,v), g2(u,v)) = fog avec g = (g1,92)

On cherche a calculer les dérivées partielles premiéres de h



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Exemple :

R

Soit la fonction définie par : 9 2
flz,y) =22y +y*" + =

—3
—

On introduit alors les fonctions {I =q(u,v)=u+v

y=g(u,v)=u—uv
et h(u,v) = f(g1(u,v),g2(u,v)) = fog avec g = (g1,92)

On cherche a calculer les dérivées partielles premiéres de h

1. On fait le calcul explicitement



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Exemple :

R

Soit la fonction définie par : 9 2
flz,y) =22y +y*" + =

—3
—

=g (u,v)=ut+v

On introduit alors les fonctions
y = ga(u,v) = u—v

et h(u,v) = f(g1(u,v),g2(u,v)) = fog avec g = (g1,92)

On cherche a calculer les dérivées partielles premiéres de h

1. On fait le calcul explicitement

h(u,v) = 2w+ v)?(u—v) + (u —v)% +u+v

= 2ud — 208 + 2u — Pu+ 1t 4+ -2 u v
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Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Exemple :

R

Soit la fonction définie par : 9 2
flz,y) =22y +y*" + =

—3
—

=g (u,v)=ut+v

On introduit alors les fonctions
y = ga(u,v) = u—v

et h(u,v) = f(g1(u,v),g2(u,v)) = fog avec g = (g1,92)

On cherche a calculer les dérivées partielles premiéres de h

1. On fait le calcul explicitement

h(u,v) = 2w+ v)?(u—v) + (u —v)% +u+v

= 2ud — 208 + 2u — Pu+ 1t 4+ -2 u v

%Lm:ﬁug —2v% + 2u — 2v+ duv + 1
— %%u11.:2“2_6”2+1_2”+21’_4uu
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Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Exemple :

R

Soit la fonction définie par : 9 2
flz,y) =22y +y*" + =

—3
—

=g (u,v)=ut+v

On introduit alors les fonctions
y = ga(u,v) = u—v

et h(u,v) = f(g1(u,v),g2(u,v)) = fog avec g = (g1,92)

On cherche a calculer les dérivées partielles premiéres de h

2. On utilise la relation de la propriété 7



dh

dh

_ of
duluw

_ of

2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Exemple :
f: R = R
—

Soit la fonction définie par : 9 2
flz,y) =22y +y° +x

=g (u,v)=ut+v

On introduit alors les fonctions
y = ga(u,v) = u—v

et h(u,v) = f(g1(u,v),g2(u,v)) = fog avec g = (g1,92)

On cherche a calculer les dérivées partielles premiéres de h

2. On utilise la relation de la propriété 7

A y

ar Ty du (TR T F wr
A 33;

T or T,y v lu,v EE iRy
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Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

Exemple :
f: R = R
—

Soit la fonction définie par : 9 2
flz,y) =22y +y° +x

=g (u,v)=ut+v

On introduit alors les fonctions
y = ga(u,v) = u—v

et h(u,v) = f(g1(u,v),g2(u,v)) = fog avec g = (g1,92)

On cherche a calculer les dérivées partielles premiéres de h

2. On utilise la relation de la propriété 7

dh| _ @8 B
wluw i T Fuluv ay u,*u - % TR - (4Ey+ ]-] x 1 + (QIE + Qy) x 1
T h . 2
L — aim %uv of| %M Tt lup = Aoy +1) X 1+ (227 + 2y) x (—1)
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Exemple :
f: R = R
—

Soit la fonction définie par : 9 2
flz,y) =22y +y° +x

=g (u,v)=ut+v

On introduit alors les fonctions
y = ga(u,v) = u—v

et h(u,v) = f(g1(u,v),g2(u,v)) = fog avec g = (g1,92)

On cherche a calculer les dérivées partielles premiéres de h

2. On utilise la relation de la propriété 7

dh| _ @8 B
wluw i T Fuluv ay u,*u - % TR - (4Ey+ ]-] x 1 + (QIE + Qy) x 1
T h . 2
L — aim %uv of| %M Tt lup = Aoy +1) X 1+ (227 + 2y) x (—1)

orr=u+vety=u—v
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Exemple :
f: R = R
—

Soit la fonction définie par : 9 2
flz,y) =22y +y° +x

=g (u,v)=ut+v

On introduit alors les fonctions
y = ga(u,v) = u—v

et h(u,v) = f(g1(u,v),g2(u,v)) = fog avec g = (g1,92)

On cherche a calculer les dérivées partielles premiéres de h

2. On utilise la relation de la propriété 7

dh o dx
Fuluo = 5|, Beluo * 5|, 5|, | Oh| = (dry+1) x 1+ (202 +2y) x 1
Foluo = | Flu | o Bh| = (dry+1) x 1+ (20% + 2y) x (~1)

orr=u+vety=u—v

= 6u? — 202 + 2u — 2+ duv + 1

5|
GITRETRY,
‘ E”f =212 — 61?2 +1— 2u+2v — duv
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Définition 4 : (Matrice de Jacobi)

Soit U un ouvert de RP, a € U et f une application, différentiable en
a, de U dans R™. On définit la matrice de Jacobi (ou matrice jacobienne)
de f en a, notée Jy(a), la matrice a n lignes et p colonnes de Dy (a)

relativement aux bases canoniques de R™ et &P

Ofi
SIj

Jrla) = (

)

Si n = p, on appelle jacobien de f en a, le déterminant de la matrice Jy(a)

de f en a.

af
dr

fn
dzy

[

]

c'est-a-dire la matrice

dfi
dry,

dfn
3z,

[}
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Définition 4 : (Matrice de Jacobi)

Soit U un ouvert de RP, a € U et f une application, différentiable en
a, de U dans R™. On définit la matrice de Jacobi (ou matrice jacobienne)
de f en a, notée Jy(a), la matrice a n lignes et p colonnes de Dy (a)

relativement aux bases canoniques de R" et R, ¢’est-a-dire la matrice

Ofi
SIj

Jrla) = (

)

Si n = p, on appelle jacobien de f en a, le déterminant de la matrice Jy(a)

de f en a.

af1 dfi
dr 0 dry, 0
Afn Afn
dry dxg,

i o

]RH
(z,y,2)

f

Soit la fonction

qui est bien C! sur B3

— RS
= f(x,y,2) = (xyz, ye*, ze?)
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Définition 4 : (Matrice de Jacobi)

Soit U un ouvert de RP, a € U et f une application, différentiable en
a, de U dans R™. On définit la matrice de Jacobi (ou matrice jacobienne)
de f en a, notée Jy(a), la matrice a n lignes et p colonnes de Dy (a)
relativement aux bases canoniques de R" et R, ¢’est-a-dire la matrice

Ofi
SIj

Jrla) = (

)

af1 dfi
dr 0 dry, 0
Afn Afn
dry dxg,

i o

Si n = p, on appelle jacobien de f en a, le déterminant de la matrice Jy(a)

de f en a.

Soit la fonction  f R3 - R?
(,y,2) — flzy, z2) = (zyz,ye’, z€%)
qui est bien C! sur B3
dfh  dh  8f
gf gjy gf Yz Tz Ty
— evd=le m w7 L
; [ i ¥4
- 6;‘ L 0 0 (1+ =)
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Définition 4 : (Matrice de Jacobi)

Soit U un ouvert de RP, a € U et f une application, différentiable en
a, de U dans R™. On définit la matrice de Jacobi (ou matrice jacobienne)

de f en a, notée Jy(a), la matrice a n lignes et p colonnes de Dy (a)

relativement aux bases canoniques de R" et R, ¢’est-a-dire la matrice

Ofi
SIj

Jrla) = (

)

Si n = p, on appelle jacobien de f en a, le déterminant de la matrice Jy(a)

af1 dfi
dr 0 dry, 0
Afn Afn
dry dxg,

i o

de f en a.
Soit la fonction  f R3 — R
(z,y,2) — flz,y,2) = (zyz, ye’, z€%)
qui est bien C! sur B3
dfh  dh  8f
gf g}" gf Yz Tz Ty
— evd=le m w7 L
; [ i ¥4
e aﬁ* L 0 0 (1+ =)

‘ lJ_f(I, Y, z)i = yz(]__|_ z)(]_ _ I}E‘T+z
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Définition 5 @ (Gradient)

Soit U un ouvert de RP, a € U et f une application, différentiable en
a, de U dans R. On définit alors le gradient de f en a, noté grad(f)(a) ou

Vaf, par

Vaf = 'Jsla) =

ar
drq

i

o

dxyp |,

Exemple :
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Définition 5 @ (Gradient)

Soit U un ouvert de RP, a € U et f une application, différentiable en
a, de U dans R. On définit alors le gradient de f en a, noté grad(f)(a) ou
Vaf, par

Of
drq o
va,f —_ IJf{ﬂ-) = .
ar
dxyp |,
Exemple :
Soit la fonction j B R3 — R

T, Y z) > T, 1y, z) =xyz + ye® + z2
(z,9,2) f(z,y,2) =zyz+y
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Définition 5 @ (Gradient)

Soit U un ouvert de RP, a € U et f une application, différentiable en
a, de U dans R. On définit alors le gradient de f en a, noté grad(f)(a) ou
Vaf, par

Of
drq o
va,f —_ IJf{ﬂ-) = .
ar
dxyp |,
Exemple :
Soit la fonction j B R3 — R

T, Y z) > T, 1y, z) =xyz + ye® + z2
(z,9,2) f(z,y,2) =zyz+y

qui est bien C! sur R3
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Définition 5 @ (Gradient)

Soit U un ouvert de RP, a € U et f une application, différentiable en
a, de U dans R. On définit alors le gradient de f en a, noté grad(f)(a) ou
Vaf, par

Of
drq o
va,f —_ IJf{ﬂ-) = .
af
dxyp |,
Exemple :
Soit la fonction j B R3 — R
(z,9,2) — f(z,y,2) =zyz+ ye* + 2°
qui est bien C! sur R3
. % yz + ye*
‘ v{m,y,z}f = gi - Tz + €*
= ry + 2z
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Propriété 8 : (gradient et différentielle)

Soit U un ouvert de RP et f une application, différentiable en a € U,
de U dans R. Alors

V(a,h) € U2, Dof(h) =Vaf -h

out Vo f - h est le produit scalaire entre les deux vecteurs.

Démonstration :
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Propriété 8 : (gradient et différentielle)

Soit U un ouvert de RP et f une application, différentiable en a € U,
de U dans R. Alors

V(a,h) € U2, Dof(h) =Vaf -h

out Vo f - h est le produit scalaire entre les deux vecteurs.

Démonstration :

- B 3f
Vaf -h={ 5.

of

O -
it SIP

o
) (s ) =D gi

a i=1
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Soit U un ouvert de RP et f une application, différentiable en a € U,

de UV dans E. Alors
V(a,h) € UE: Dqf(h) = ﬁaf -h

out Vo f - h est le produit scalaire entre les deux vecteurs.

Démonstration :

Y _(9ry . 9Of L, Of
Vof h = B, 3_%{1) c(hy o hp)_;hi 7|
Exemple :
Soit la fonction ;B Rr3 — R

T, Y z) > T, 1y, z) =xyz + ye® + z2
(z,9,2) f(z,y,2) =zyz+y

% yz + ye*
‘ Vg f = (%) = (:I.'Z+E‘m)
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Propriété 8 : (gradient et différentielle)

Soit U un ouvert de RP et f une application, différentiable en a € U,
de U dans R. Alors

V(a,h) € U2, Dof(h) =Vaf -h

out Vo f - h est le produit scalaire entre les deux vecteurs.

Démonstration :

of | . . of Ny, O
Vof h—(a—ma o 3—%{1) N hp)—;hi s |,
Exemple :
Soit la fonction ;B Rr3 — R

T, Y z) > T, 1y, z) =xyz + ye® + z2
(z,9,2) f(z,y,2) =zyz+y

% yz + ye*
‘ ﬁ{:my,z)f = (%) = (:I.'z-l—em)
oz

Ty + 2z

Diyyoyf(h) =Vipyof -h=(yz +ye*)hy + (z2 + €)hy + (zy + 22)h3
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Propriété 9 : (interprétation du gradient)

Le gradient d’une fonction f, de R"™ dans [, est un vecteur perpendi-
culaire aux directions on f est constante et pointant dans la direction ou la
variation de f est maximale (de plus grande pente). La norme du gradient
est d’autant plus grande qu’au point ou il est calculé, la variation de f est

grande.

Démonstration :
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Propriété 9 : (interprétation du gradient)

Le gradient d’une fonction f, de R"™ dans [, est un vecteur perpendi-
culaire aux directions on f est constante et pointant dans la direction ou la
variation de f est maximale (de plus grande pente). La norme du gradient
est d’autant plus grande qu’au point ou il est calculé, la variation de f est

grande.
Démonstration :  Soit f une application de U dans R on U est un ouvert de R".
Soit a un point de R".
e . - t € R
Considérons le point p(t) = a + tv avec telle que p(t) e U

v e R"
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Propriété 9 : (interprétation du gradient)

Le gradient d’une fonction f, de R"™ dans [, est un vecteur perpendi-
culaire aux directions on f est constante et pointant dans la direction ou la
variation de f est maximale (de plus grande pente). La norme du gradient
est d’autant plus grande qu’au point ou il est calculé, la variation de f est

grande.

Démonstration :  Soit f une application de U dans R on U est un ouvert de R".

Soit a un point de R".

t e R
v e R

Considérons le point p(t) = a + tv avec { telle que p(t) e U

:ﬁaf 'p!(t: [}) T ﬁaf'”
t=0

propri¢té 6 —mm—) %f(ﬁ(t))
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Propriété 9 : (interprétation du gradient)

Le gradient d’une fonction f, de R"™ dans [, est un vecteur perpendi-
culaire aux directions on f est constante et pointant dans la direction ou la
variation de f est maximale (de plus grande pente). La norme du gradient
est d’autant plus grande qu’au point ou il est calculé, la variation de f est
grande.

Démonstration :  Soit f une application de U dans R on U est un ouvert de R".

Soit a un point de R".

t e R
v e R

Considérons le point p(t) = a + tv avec { telle que p(t) e U

:ﬁaf 'p!(t: [}) T ﬁaf'”
t=0

propri¢té 6 —mm—) %f(ﬁ(t))
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Propriété 9 : (interprétation du gradient)

Le gradient d’une fonction f, de R"™ dans [, est un vecteur perpendi-
culaire aux directions on f est constante et pointant dans la direction ou la
variation de f est maximale (de plus grande pente). La norme du gradient
est d’autant plus grande qu’au point ou il est calculé, la variation de f est
grande.

Démonstration :  Soit f une application de U dans R on U est un ouvert de R".

Soit a un point de R".

t e R
v e R

Considérons le point p(t) = a + tv avec { telle que p(t) e U

:ﬁaf 'p!(t: [}) T ﬁaf'”
t=0

propri¢té 6 —mm—) %f(ﬁ(t))

vVl =0 ) =1 (o))

vl =1 h produit scalaire est maximum si

colinéaire dans le méme sens que V, f

=) ﬁ f est constante.
_ﬂ

t—
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Propriété 9 : (interprétation du gradient)

Le gradient d’une fonction f, de R"™ dans [, est un vecteur perpendi-
culaire aux directions on f est constante et pointant dans la direction ou la
variation de f est maximale (de plus grande pente). La norme du gradient
est d’autant plus grande qu’au point ou il est calculé, la variation de f est

grande.

Démonstration :  Soit f une application de U dans R on U est un ouvert de R".

Soit a un point de R".

t e R
v e R

Considérons le point p(t) = a + tv avec { telle que p(t) e U

:ﬁaf 'p!(t: [}) T ﬁaf'”
t=0

propri¢té 6 —mm—) %f(ﬁ(t))

vVl =0 ) =1 (o))

o] = 1 h produit scalaire est maximum si

colinéaire dans le méme sens que V, f

=) ﬁ f est constante.
_ﬂ

t—

—

Vaf

v=V.f G ()

o Vol Y
=4 1ation de f/(

var

t=0 ‘
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Théoréme 7 : (inégalité des accroissements finis)
Soit U un ouvert de R? et f une application de U dans R de classe C! sur U.

Soit a et b deux points de U tels que [a,b] = {(1 — X)a+ Ab/A € [0,1]} C U.
Si 1l existe un réel M tel que

<M

o1
1—2‘3?

alors

[f(b) = fla)| = M |[b— all,

Démonstration : remise a plus tard.
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Définition 6 : (Partie convexe)

Soit E un espace vectoriel quelconque. Une partie C' de E est dite
convexe si, et seulement si

V(z,y) € C*, YA€ [0,1], (1-Nz+ I yeC
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Définition 6 : (Partie convexe)

Soit E un espace vectoriel quelconque. Une partie C' de E est dite
convexe si, et seulement si

V(z,y) € C*, YA€ [0,1], (1-Nz+ I yeC

un ensemble C' est convexe si, et seulement si, tout segment

joignant toute paire de points de ' est contenm dans C

DU

convexe non convexe
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Propriété 10 :

Soit U un ouvert convexe de RP et f une application de U dans R
de classe C! sur U. Si il existe un réel M tel que pour tout point @ € U on a

of

an

4

=2

j=1

Vof <M

I

alors f est M-lipschitzienne sur U,

Démonstration :
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Propriété 10 :

Soit U un ouvert convexe de RP et f une application de U dans R
de classe C! sur U. Si il existe un réel M tel que pour tout point @ € U on a

4

. of
Vaf||, = ; pel <M
alors f est M-lipschitzienne sur U,
Démonstration : /~ Rappel - Si il existe un réel M tel que )
. =T B
Vz € [a,b], ‘vme:; 3—;;-:;; <M
|f(b6) — fla)| < M ||b— al|y

\ alors
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Propriété 10 :

Soit U un ouvert convexe de RP et f une application de U dans R
de classe C! sur U. Si il existe un réel M tel que pour tout point @ € U on a

Ve f‘ = zp: LAY
Lo oxj|.| ~
alors f est M-lipschitzienne sur U,
Démonstration : /~ Rappel - Si il existe un réel M tel que )
. e
Vz € [a,b], ‘vme:; 3—;;-:;; <M
|f(b) — f(a)] < M||b—all,

\ alors

appliquer le théoréme des accroissements finis a toutes les paires de points de [V

J

) v(ab) U, |f(b) - f(a)] < M|b—al,

ce qui est la définition d’une application M -lipschitzienne.
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Propriété 11 : (fonction constante)

Soit [ un ouvert convexe de R et f une application de U dans R
de classe C! sur U. Alors f est constante sur U si, et seulement si, V, f est
nul pour tout a € U, ¢'est-a-dire

af

Y 1 Y T =
7 e [L1,pl, EEUJSIja 0

alors f est M-lipschitzienne sur U,

Démonstration :

f constante <= f O-lipschitzienne
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/On considére dans cette partie, les équations aux dérivées partielles du ler DIQ

¢'est-d-dire des équations fonctionnelles de la forme

df df
F(a—mﬂa—y

\01‘1 la fonction f inconnue est une fonction de R? dans R. /

,f,:r,y):ﬂ
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/On considére dans cette partie, les équations aux dérivées partielles du ler DIQ

¢'est-d-dire des équations fonctionnelles de la forme

af of
(3:1: oy’

\01‘1 la fonction f inconnue est une fonction de R? dans R. /
K:Xl:mplcs : \

f:r,y):ﬂ

a.f 2o 8f - IEEy
F)I b Ay oy
2y of + 3z gf = Ty
€T,y y

K dx . /
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Théoreme 8 :

Soit ¢ : R? — R une application continue sur un ouvert U < RZ.
Les solutions de classe C! sur U de 'EDP

of

oy g(z,y) (4.4)

Hi )

sont de la forme

f(z,y) = K(y) + [ o, y)da

ol fg(:t.', y)dx est une primitive quelconque de g par rapport a la variable
z. K est une fonction quelconque de R dans R de classe C! sur un ouvert de

R correspondant a la projection de U7 sur I'axe Oy.

Démonstration : trivial
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‘ pas aussl simple que 'EDP précédente

‘ on cherchera des solutions a des EDP du

ler ordre un peu plus complexe.

———p pas de méthodes générales

——p résolution par changement de
variables (C!-diffécomorphisme )




C'-difftomorphisme et changement de variables

Définition 7 : (C!-difféomorphisme)

Soit U un ouvert de RP et V un ouvert de R™. Une application ¢ de
U dans V est un Cl-difféomorphisme de U dans V, si, et seulement si, les
propriétés suivantes sont vérifices

1. ¢ est de classe C! sur U.

2. ¢ réalise une bijection de U dans V.
3. ¢! est de classe C! sur V.




C'-difftomorphisme et changement de variables

Définition 7 : (C!-diffeomorphisme)

Soit U un ouvert de RP et V un ouvert de R™. Une application ¢ de
U dans V est un Cl-difféomorphisme de U dans V, si, et seulement si, les
propriétés suivantes sont vérifiées

1. & est de classe C! sur U.

2. ¢ réalise une bijection de U dans V.
3. ¢! est de classe C! sur V.

Quel est l'intérét d'introduire le concept de Cl-difftomorphisme ?




C'-difftomorphisme et changement de variables

Définition 7 : (C!-diffeomorphisme)

Soit U un ouvert de RP et V un ouvert de R™. Une application ¢ de
U dans V est un Cl-difféomorphisme de U dans V, si, et seulement si, les
propriétés suivantes sont vérifiées

1. & est de classe C! sur U.

2. ¢ réalise une bijection de U dans V.
3. ¢! est de classe C! sur V.

Quel est l'intérét d'introduire le concept de Cl-difftomorphisme ?

ﬂf}ﬂnsidérﬂns une EDP portant sur la fonction inconnue f \

o /

F(g—i,%,f,m,y) =1
/

trop dur
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/
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C'-difftomorphisme et changement de variables

Définition 7 : (C!-diffeomorphisme)

Soit U un ouvert de RP et V un ouvert de R™. Une application ¢ de
U dans V est un Cl-difféomorphisme de U dans V, si, et seulement si, les
propriétés suivantes sont vérifiées

1. & est de classe C! sur U.

2. ¢ réalise une bijection de U dans V.
3. ¢! est de classe C! sur V.

Quel est l'intérét d'introduire le concept de Cl-difftomorphisme ?

ﬂf}ﬂnsidérﬂns une EDP portant sur la fonction inconnue f \
Soit ¢ un changement de variables. (r,y) = ¢(u,v)
Alors h= fo¢

1. Si ¢ est C! alors h est C' par composition de fonctions C!

2. Si ¢ est une bijection

nouvelles variables «——» anciennes variables

\ 3. Si ¢ lest Clalors f=hoo et fest bien Ct /

F(g—i,%,f,m,y) =1
/

trop dur




C'-difftomorphisme et changement de variables

Définition 7 : (C!-diffeomorphisme)

Soit U un ouvert de RP et V un ouvert de R™. Une application ¢ de
U dans V est un Cl-difféomorphisme de U dans V, si, et seulement si, les
propriétés suivantes sont vérifiées

1. & est de classe C! sur U.

2. ¢ réalise une bijection de U dans V.
3. ¢! est de classe C! sur V.

Quel est l'intérét d'introduire le concept de Cl-difftomorphisme ?

ﬂf}ﬂnsidérﬂns une EDP portant sur la fonction inconnue f \
Soit ¢ un changement de variables. (r,y) = ¢(u,v)
Alors h= fo¢

1. Si ¢ est C! alors h est C' par composition de fonctions C!

2. Si ¢ est une bijection

nouvelles variables «——» anciennes variables

\ 3. Si ¢ lest Clalors f=hoo et fest bien Ct /

F(g—i,%,f,m,y)=[} - H( _ahﬁu,v)z[}

/ C!-difféeomorphe \

trop dur plus facile
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Propriétée 12 :

Si ¢ est une application linéaire bijective de RP dans R", alors p = n

et ¢ est un C'-difféeomorphisme.

Démonstration :

—»  Une application linéaire est une bijection si et seulement sin = p

——» ¢ est linéaire mmmd) 1

—p» ¢ lest lineaire mmmh (!

me) Finalement 'application linéaire est un C'-difféomorphisme
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Propriété 13 : (caractérisation rapide d'un C!-difféomorphisme)

Soit U un ouvert de RP et V un ouvert de R™. Si application ¢ de
U dans V vérifie les 3 prorpiétés suivantes

1. ¢ est de classe C! sur U
2. ¢ réalise une bijection de U dans V

3. pour tout point a de U, D,¢ est une application linéaire bijective de
RF dans R™.

alors p = n et ¢ est un C'-diffecomorphisme de U sur V.

Démonstration : Admis.
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Propriété 13 : (caractérisation rapide d'un C!-difféomorphisme)

Soit U un ouvert de RP et V un ouvert de R™. Si application ¢ de
U dans V vérifie les 3 prorpiétés suivantes
1. ¢ est de classe C! sur U
2. ¢ réalise une bijection de U dans V
3. pour tout point a de U, D,¢ est une application linéaire bijective de
RF dans R™.

alors p = n et ¢ est un C'-diffecomorphisme de U sur V.

Démonstration : Admis.

Propriété 14 :

Soit U un ouvert de RP et a € U. Soit ¢ une application de U dans
R™. Si le jacobien associé a 'application ¢, en a, est non nul alors D,¢ est
une application linéaire bijective en a.

Démonstration : voir polycopié
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Exemple : Soit U et V les deux ensembles définis par
U = R3 x]0,2n[x]0, 7
V =R*»{R, x {0} xR}
et l'application

f U — V

(p,0,0) — [(p,0,¢) = (psinfsing, psinfsing, pcos )
- (fljf?jfﬁ]
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Exemple : Soit U et V les deux ensembles définis par
U = R3 x]0,2n[x]0, 7
V =R*»{R, x {0} xR}
et l'application
f U —- V

(p,0,0) — [(p,0,¢) = (psinfsing, psinfsing, pcos )
- (fljf?jfﬁ]

alors f est bien un C!-diffecomorphisme. En effet
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Exemple : Soit U et V les deux ensembles définis par
U = R3 x]0,2n[x]0, 7
V =R*»{R, x {0} xR}
et l'application

f U — V

(p,0,0) — [(p,0,¢) = (psinfsing, psinfsing, pcos )
- (fljf?jfﬁ]

alors f est bien un C!-diffecomorphisme. En effet

1. f est C! sur U car toutes les applications composantes le sont.
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Exemple : Soit U et V les deux ensembles définis par
U = R3 x]0,2n[x]0, 7
V =R*»{R, x {0} xR}
et l'application

f U —- V
(p,0,0) — [(p,0,¢) = (psinfsing, psinfsing, pcos )
- (fljf?jfﬁ]

alors f est bien un C!-diffecomorphisme. En effet
1. f est C! sur U car toutes les applications composantes le sont.

2. f est une bijection de U dans V'
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Exemple : Soit U et V les deux ensembles définis par

U = R3 x]0,2n[x]0, 7
V =R*»{R, x {0} xR}
et l'application

f U —- V
(p,0,0) — [(p,0,¢) = (psinfsing, psinfsing, pcos )
- (fljf?jfﬁ]

alors f est bien un C!-diffecomorphisme. En effet
1. f est C! sur U car toutes les applications composantes le sont.
2. f est une bijection de U dans V'

3. montrons maintenant que D, f pour tout a € U est bijective. Pour
cela déterminons le jacobien
i af af1]
a a0 B

I i

i i i
Jpa)= | $2| 9| <&

Afs a fa dfs
\Dp|, 0|, |,/
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Mathématiques preIlNG 2
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Exemple : Soit U et V les deux ensembles définis par

U = R3 x]0,2n[x]0, 7
V =R*»{R, x {0} xR}
et l'application

f U —- V
(p,0,0) — [(p,0,¢) = (psinfsing, psinfsing, pcos )
- (fljf?jfﬁ]

alors f est bien un C!-diffecomorphisme. En effet
1. f est C! sur U car toutes les applications composantes le sont.
2. f est une bijection de U dans V'

3. montrons maintenant que D, f pour tout a € U est bijective. Pour

cela déterminons le jacobien

|, 0|, ], cosflsing —psinfsing pcostcosg
Ji(a) = %—‘E . % . %—J;? = sinflsing pcosfsing  psinf cos ¢
afs|  afs|  afs cos ¢ 0 —psing
\Dp|, 0|, |,/

2023/2024
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Exemple : Soit U et V les deux ensembles définis par

U = R3 x]0,2n[x]0, 7
V =R*»{R, x {0} xR}
et l'application
f U — V

(p,0,0) — [(p,0,¢) = (psinfsing, psinfsing, pcos )
- (fljf?jfﬁ]

alors f est bien un C!-diffecomorphisme. En effet
1. f est C! sur U car toutes les applications composantes le sont.
2. f est une bijection de U dans V'

3. montrons maintenant que D, f pour tout a € U est bijective. Pour
cela déterminons le jacobien

|, 0|, ], cosflsing —psinfsing pcostcosg
Ji(a) = %—‘E . % . %—J;? = sinflsing pcosfsing  psinf cos ¢
afs|  afs|  afs cos ¢ 0 —psing
\Dp|, 0|, |,/

et done |Ji(a)| = —p?sing # 0 pour tout a € U.
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Changement de variable en coordonnées polaires

7] B {;1: = pcos(6)
y = psin(6)

Question : Comment créer un C!-diffeomorphisme ?
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

Introduisons les applications suivantes A // /
9 €

EE
22

Rix]—-%:5] - RixR ;r>0//
(p,0) —  (x,y) = (pcos(d), psin(h)) /

R xR — R*x]
(z,y) =

¢

¢—1

5
\/2—-4-3;, Arctan (E) ) /

/"'—“\I:\Jliﬂ
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

Introduisons les applications suivantes A // /
2
a3

Rix]—-%:5] - RixR ;r>0//
(p,0) —  (x,y) = (pcos(d), psin(h)) /

R xR — R*x]
(z,y) =

¢

I

‘i’_l

5
\/2—-|-y, Arctan (E) ) /

/""—"‘\I:\Jliﬂ

( )
Vérifions qu’il s’agit d’un Ct-diffeomorphisme

de R* x| —%: %[ dans R* xR
. J
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

¢ est-elle C sur R% x] — 5; 5[?
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

¢ est-elle C sur R% x] — 5; 5[?

¢ est bien C! sur RY x| —7; 7| car ses applications compopsantes x = pcos(6)
et y = psin(f) sont C' sur R% x| — Z; 5[ comme produit de fonctions C* sur

R2.
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

¢ est-elle C sur R% x] — 5; 5[?

¢ est bien C! sur RY x| —7; 7| car ses applications compopsantes x = pcos(6)
et y = psin(f) sont C' sur R% x| — Z; 5[ comme produit de fonctions C* sur

R2.

¢ et ¢! sont-elles en bijection ?
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

¢ est-elle C sur R% x] — 5; 5[?

¢ est bien C! sur RY x| —7; 7| car ses applications compopsantes x = pcos(6)
etzy = psin(f) sont C' sur R% x| — Z; 5[ comme produit de fonctions C' sur
R=.

¢ et ¢! sont-elles en bijection ?

(6 0 d)(p.0) = ¢~ (¢(p,0)) = ¢~ (pcos(B), psin(0))

- (o) 4 250, artan (2220
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

¢ est-elle C sur R% x] — 5; 5[?

¢ est bien C! sur RY x| —7; 7| car ses applications compopsantes x = pcos(6)
et y = psin(f) sont C' sur R% x| — Z; 5[ comme produit de fonctions C* sur

R2.

¢ et ¢! sont-elles en bijection ?

(67" 0 ¢)(p,0) = &' (6(p.0)) = ¢~ ' (pcos(8), psin(0)) |
— (\/p2 cos?(0) + p?sin?(0), Arctan( psin(6) ))

/v p cos(0)
o= p

) = Arctan(tan(ﬁ)) =0
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

¢ est-elle C sur R% x] — 5; 5[?

¢ est bien C! sur RY x| —7; 7| car ses applications compopsantes x = pcos(6)
etzy = psin(f) sont C' sur R% x| — Z; 5[ comme produit de fonctions C' sur
R=.

¢ et ¢! sont-elles en bijection ?

(6 0 d)(p.0) = ¢~ (¢(p,0)) = ¢~ (pcos(B), psin(0))

- (o) 4 250, artan (2220

c,b_l o ¢ = identité
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

& et ¢! sont-elles en bijection ?

(6067 (@) = 66 (@) = (Va2 + o2 Arctan (L) )
- (VaTPon (rtan () ) V375 P (vt (1))
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

& et ¢! sont-elles en bijection ?

(606 ) (wy) = 66 (2,9)) = 6(Va? + o Arctan () )
— (\/mcos (Afrctan (E) ); \/WSHI (AT‘CM” (%) ))

1
cos Arctan \/ Ccos2 (Afr'cta,n —
1 + tan? (Arctan (%) )

B 72 B T
35'2—|-y2 ,,f$2 _|_y2
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

& et ¢! sont-elles en bijection ?

(606 ) (wy) = 66 (2,9)) = 6(Va? + o Arctan () )
— (\/mcos (Afrctan (E) ); \/WSHI (AT‘CM” (%) ))

1
cos Arctan \/ Ccos2 (Afr'cta,n —
1 + tan? (Arctan (%) )
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

& et ¢! sont-elles en bijection ?

(06 ) (@,y) = 667 (z,)) = ¢(Va? + ¢ Aretan (2 ) )
— («\/g;? + 42 cos (Afrctan (%) ); \/Wsin (Arctan (E) ))

T

: B 1
COS (Arctan (%) ) = \/COS (ATcmn (%) ) B \l 1 + tan? (A*rctan (%) )

12 T

$2+y2 - 1/$2—|—y2

sin (Afrctan (%) ) = tan (Arctan (%) ) cos (Arctan (%) ) = % X xj-l— "

_ Y
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

& et ¢! sont-elles en bijection ?

(606 ) (wy) = 66 (2,9)) = 6(Va? + o Arctan () )
- (VaTPon (rtan () ) V375 P (vt (1))

(6067 Y)(z,y) = (2.y) <= dop! =
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

& et ¢! sont-elles en bijection ?

(6067 (@) = 66 (@) = (Va2 + o2 Arctan (L) )
- (VaTPon (rtan () ) V375 P (vt (1))

(6067 Y)(z,y) = (2.y) <= dop! =

Donc bijection
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

Calcul du Jacobien de ¢ sur RY x| — 5; 5
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

Calcul du Jacobien de ¢ sur RY x| — 5; 5

dz Oz —psin
Jo(p,0) = (35 gg) - (ZTE((gg piDS(g))
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A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

Calcul du Jacobien de ¢ sur RY x| — 5; 5

9z 0Oz —psin
wen=(& §)- (i) o)
pour (p,0) € R x] — 5 &

[ Jo(p,0)| = pcos*(0) + psin®(0) = p > 0



2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques preIlNG 2

A) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan = > 0

Calcul du Jacobien de ¢ sur RY x| — 5; 5

dz Oz —psin
Jo(p,0) = (35 gg) - (ZTS((gg piDS(g))

pour (p,0) € R* x] — 5 |

[ Jo(p,0)| = pcos*(0) + psin®(0) = p > 0

Pour conclure, les transformations ¢ et ¢~! réalise donc bien un C! diffeo-
morphisme du demi-plan x > 0.
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B) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan z < 0

q%
\”"iQ g

Alors le Cl-diffeomorphisme est défini par \

¢ : RUx]Z; %[ — R* xR

(p,0) = (z,y) = (pcos(0), psin(0))

o7l : R* xR — RLx]Z;3

(@,9) = (0,0) = (VaTF g%+ Arctan (£))
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C) Changement de coordonnées polaires pour le demi-plan y > 0

Y

x‘\gso\ﬂ\
ANNASN \

Alors le Cl-diffeomorphisme est défini par

¢ : REx]0;n[ — RxR

(0,0) = (z,y) = (pcos(d), psin(F))

ot RxR; — R} ]O'ﬂ‘[

(1,y) (W,Arccos(m))
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Résolution des EDPs par changement de variables

Direct Indirect

(x;) = @(u,v) (u3v) =@(x,y)

. V — ‘ u — V

“"{ (;v) — (x(,0)53(u,)) “"{ (:3) — (u(x,y)v(x,)

¢ est un ¢ -difféomorphisme de U sur V.

Posons g = fo@avec f € €' (U;R)

Ainsig € €' (V;R)

Posons g = fo@ ', c’est-a-dire f = go@,
avec f € € (U;R)
Ainsi g € ' (V;R)

Changement

dg df df

du dx dy
d d d -
5 = |EBH I

Exprimer (E) a I’aide de gﬁ et gg en reportant

g'}: et % en fonction de aﬁ et %ﬁ

Si le changement de variable est simple, il

vaut parfois mieux I’inverser pour passer dans

le cas « Indirect ».

SC

d |

dlx
ﬁ—l-

de variables

¥ = 2882

¥ - ¥3e2s
Injecter directement %E et %f dans (E) en
fonction de %ﬁ et %f

Résoudre 1'équation (E')

:F(gﬁ;%;g;u;v) =0

Revenir, si le changement de variable est
simple a inverser, aux variables initiales x et

yen utilisant (#;v) = @' (x,y)

Revenir aux variables initiales x et y en utili-
sant (u;v) = @(x,y).




- :L'Ey

T,y

Exemple : 5 of of
or| Oy

en utilisant le changement de variables (u,v) = (x,z + 2y)

£,y




- :L'Ey

T,y

Exemple : 5 of of
dr| By

en utilisant le changement de variables (u,v) = (z,z + 2y)

£,y

Etape 0 : identification de ¢
e : R? — R?
(@y) — ¢l@.y) = (u@y)v(@y) = (@2 +2)




Exemple : 5 of of
or| Oy

en utilisant le changement de variables (u,v) = (z,z + 2y)

- :L'Ey

T,y

£,y

Etape 0 : identification de ¢
e : R? — R?
(@y) — ¢l@.y) = (u@y)v(@y) = (@2 +2)

Etape 1 : C!-difféeomorphisme ??27?




- :L'Ey

T,y

Exemple : 5 of of
dr| By

en utilisant le changement de variables (u,v) = (z,z + 2y)

£,y

Etape 0 : identification de ¢
e : R? — R?
(@y) — ¢l@.y) = (u@y)v(@y) = (@2 +2)

Etape 1 : C!-difféeomorphisme ??27?

a) ¢ est trivialement C! sur R? car il s’agit d’une application linéaire




- :L'Ey

T,y

Exemple : 5 of of
dr| By

en utilisant le changement de variables (u,v) = (z,z + 2y)

£,y

Etape 0 : identification de ¢
e : R? — R?
(@y) — ¢l@.y) = (u@y)v(@y) = (@2 +2)

Etape 1 : C!-difféeomorphisme ??27?

a) ¢ est trivialement C! sur R? car il s’agit d’une application linéaire

b) bijection de R? dans R??

u==x
v=u1x+ 2y




- :L'Ey

T,y

Exemple : 5 of of
dr| By

en utilisant le changement de variables (u,v) = (z,z + 2y)

£,y

Etape 0 : identification de ¢
e : R? — R?
(@y) — ¢l@.y) = (u@y)v(@y) = (@2 +2)

Etape 1 : C!-difféeomorphisme ??27?

a) ¢ est trivialement C! sur R? car il s’agit d’une application linéaire

b) bijection de R? dans R??

U=z T =1Uu
R
{v—x+23; {v—u+Qy




- :L'Ey

T,y

Exemple : 5 of of
dr| By

en utilisant le changement de variables (u,v) = (z,z + 2y)

£,y

Etape 0 : identification de ¢
e : R? — R?
(@y) — ¢l@.y) = (u@y)v(@y) = (@2 +2)

Etape 1 : C!-difféeomorphisme ??27?

a) ¢ est trivialement C! sur R? car il s’agit d’une application linéaire

b) bijection de R? dans R??

U=z T=u T=u
< <
{v—x+23; {v—u+23; {y—(v—u)/Q




Exemple :

- :L'Ey

T,y

of| _of
O y

en utilisant le changement de variables (u,v) = (z,z + 2y)

2

£,y

Etape 0 : identification de ¢

¥

r

R*? — R?
(@y) — ¢l@.y) = (u@y)v(@y) = (@2 +2)

Etape 1 : C!-difféeomorphisme ??27?

a) ¢ est trivialement C! sur R? car il s’agit d’une application linéaire

b) bijection de R? dans R??

— —
{v—x+23; {v—u+23,' {y—(v—u)/Q
bijection
et R* — R?
(,0) = 97 uv) = (#(w,0),y(u,v)) = (u, (v - u)/2)



Exemple :

of| _of
O y

en utilisant le changement de variables (u,v) = (z,z + 2y)

- :L'Ey

T,y

2

£,y

Etape 0 : identification de ¢

¥

r

R*? — R?
(@y) — ¢l@.y) = (u@y)v(@y) = (@2 +2)

Etape 1 : C!-difféeomorphisme ??27?

a) ¢ est trivialement C! sur R? car il s’agit d’une application linéaire

b) bijection de R? dans R??

— —
{v—x+23; {v—u+23,' {y—(v—u)/Q
bijection
et R* — R?
(,0) = 97 uv) = (#(w,0),y(u,v)) = (u, (v - u)/2)

1

c) ¢ ! est trivialement C! sur R? car il s’agit d’une application linéaire



Exemple : 5 of of
dr| By

en utilisant le changement de variables (u,v) = (z,z + 2y)

- :L'Ey

T,y

£,y

¢ : R?* — R?
(@) = play) = (ulz.y),v@y)) = @.2+2)

Etape 2 : Introduction de la nouvelle fonction g :




- :L'Ey

T,y

Exemple : 5 of of
dr| By

en utilisant le changement de variables (u,v) = (z,z + 2y)

£,y

¢ : R?* — R?
(@) = play) = (ulz.y),v@y)) = @.2+2)

Etape 2 : Introduction de la nouvelle fonction g :

g=fop = g(u,v)=(fop)(u,v) = f(e(u,v))
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f=gop = f(z,y)
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Etape 2 : Introduction de la nouvelle fonction g :

= SV = u,v) = [(plu,v

f=gop = f(x,y) =(go¢)(z,y) = g(e(z,y))




Exemple : 5 of of
dr| By

en utilisant le changement de variables (u,v) = (z,z + 2y)

- :L'Ey

T,y

£,y

¢ : R?* — R?
(@) = play) = (ulz.y),v@y)) = @.2+2)

Etape 2 : Introduction de la nouvelle fonction g :

= SV = u,v) = [(plu,v

f=gop = f(x,y) =(go¢)(z,y) = g(e(z,y))
e g frogg ™




Exemple : 5 of of
dr| By

en utilisant le changement de variables (u,v) = (z,z + 2y)
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¢ : R?* — R?
(@) = play) = (ulz.y),v@y)) = @.2+2)

Etape 2 : Introduction de la nouvelle fonction g :

= SV = u,v) = [(plu,v

f=gop = f(x,y) =(go¢)(z,y) = g(e(z,y))
e g frogg ™

Comme f et ¢ sont C! sur R? par stabilité de la propriété C! par composi-
tion, ¢ est également C! sur R?.
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Etape 3 : Expression des dérivées partielles de f en fct de celles de g :




Exemple : 3f
E)‘:r o t':?y

en utilisant le changcmcnt de variables (u,v) = (z,x + 2y)

- :L'Ey

¢ : R?* — R?
(@) = play) = (ulz.y),v@y)) = @.2+2)

Etape 3 : Expression des dérivées partielles de f en fct de celles de g :

Ox .y ou |, 6‘3: 6‘1: e ox |,y
of | — 99 Ou 99|  dv
Wlay  lue Wlay "o up Wlzy
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Etape 3 : Expression des dérivées partielles de f en fct de celles de g :

Ox .y Ou v ox |l z,y v e ox |,y
Wiy  Mlup Wlay  PWlue Wlay
(of|  _og| 4
oz .y ou o Ov w
ce qui donne £
af| _—9 99
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Etape 4 : On injecte les expressions obtenues a I'étape 3 dans 'EDP
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Etape 4 : On injecte les expressions obtenues a I'étape 3 dans 'EDP
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Etape 4 : On injecte les expressions obtenues a I'étape 3 dans 'EDP
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Etape 4 : On injecte les expressions obtenues a I'étape 3 dans 'EDP

dg 5 5 U—U ” dg
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Etape 5 : On résoud la nouvelle EDP sur g
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¢ : R?* — R?
(@) = play) = (ulz.y),v@y)) = @.2+2)

Etape 4 : On injecte les expressions obtenues a I'étape 3 dans 'EDP

dg 2 2 VU ﬁ dg 1. 4 3
2 _ = = = K - — —=lUuv—u
oul,, ¢ 2 oul,, 4( )
Etape 5 : On résoud la nouvelle EDP sur g
3 4
u-v u
= — K

ot K est une fonction quelconque, C* sur R.




- :L'Ey

T,y

Exemple : 5 of of
dr| By

en utilisant le changement de variables (u,v) = (z,z + 2y)

£,y

¢ : R?* — R?
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Etape 6 : On revient a f

f=goyp
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Etape 6 : On revient a f

f=goyp

x3(x + 2 xd
fr.y) =g(x, v+ 2y) = (123”—16+K@+2w
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définition des dérivées partielles d’ordre supérieur ou égal a 2
résolution des systémes d’'EDPs d'ordre 1
résolution des EDPs d'ordre 2

recherche des extremums des fonctions de B2 dans R
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Définition 1 : (Dérivées partielles d’ordre supérieur)

Soient U un ouvert de B, f une application de U dans R"™ et a € UU. Soient
ke N* et (i1,i2,..,ix) € [L,p]* un k-uplet d’entiers.

On dit que f admet une dérivée partielle kéme en a par rapport aux
variables numéro iy, ...,1; si, et seulement si
— f admet une dérivée (k — 1)éme par rapport aux variables numéro
11,12, ..., 1_1 SUr un voisinage de a.
— cette dérivée partielle (k — 1)éme admet, elle-méme, une dérivée par-
tielle premiére en a par rapport a la variable kéme.

Dans ce cas, cette derniére dérivée est appelée la dérivée partielle kéme en a
par rapport aux variables numéro iy, ig,..., 7. On note cette dérivée

" f

SIik .a .31’{2 31’1'1_ a
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Définition 1 : (Dérivées partielles d’ordre supérieur)

Soient U un ouvert de B, f une application de U dans R"™ et a € UU. Soient
ke N* et (i1,i2,..,ix) € [L,p]* un k-uplet d’entiers.

On dit que f admet une dérivée partielle kéme en a par rapport aux
variables numéro iy, ...,1; si, et seulement si
— f admet une dérivée (k — 1)éme par rapport aux variables numéro
11,12, ..., 1_1 SUr un voisinage de a.
— cette dérivée partielle (k — 1)éme admet, elle-méme, une dérivée par-
tielle premiére en a par rapport a la variable kéme.

Dans ce cas, cette derniére dérivée est appelée la dérivée partielle kéme en a
par rapport aux variables numéro iy, ig,..., 7. On note cette dérivée

o* f
SIik ...3:1.'1'2 31’1'1_

i

O f

oz

0° f
dxdy

0 f
dxdyoz

i1 i i
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Exemple :

Soit f(x,y,2) = zy?z3
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Exemple :
Soit f(x,y,2) = zy?z3
Alors

3 f |
drdydz o |
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Exemple :

Soit f(x,y,2) = zy?z3

Alors
9 f s of
0rdy0z |, ,.  070y|,,. 0zl,,.
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Exemple :

Soit f(x,y,2) = zy?z3

Alors
O° f B 02 ﬁ B 0?(3xy?2?)
dxdydz|, - Oxdy eyz 0% - Ox0y

i T £y,
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Exemple :

Soit f(x,y,2) = zy?z3

Alors
aﬂf B 32 ﬁ o 32(3Iy222]
dxdydz oz - Oxdy T2,z 0z T,z a Oxdy T,z
_ ﬂ 3(3:1:5:232)
SI T ay i T s
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Soit f(x,y,2) = zy?z3

Alors
O° f B 02 ﬁ B 32(3:133,:232]
drdydz o © dxdy ey 0z v n Oy v
_ 9 O(3zy?2?) ~ O(6xyz?)
aI m,*y1z ay m,y,z SI m,y,z
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Soit f(x,y,2) = zy?z3

Alors
O° f B 02 ﬁ B 32(3:133,:232]
drdydz o © dxdy ey 0z v n Oy v
_ 9 O(3zy?2?) _ O(6xyz?) _ 6y2?
aI m,*y1z ay m,y,z SI m,y,z
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Exemple :

Soit f(x,y,2) = zy?z3

Alors
O° f B 02 ﬁ B 32(3:133,:232)
drdydz o © dxdy ey 0z v n Oy v
_ 9 O(3zy?2?) _ O(6xyz?) _ 6y2?
aI E,*y1z ay E,y,z SI E,y,z

Définition 2 : (fonction de classe CF, C>)

Soit [ un ouvert de R¥. Soit f une application de U dans R"™. L’ap-
plication f est dite de classe C* sur U, si, et seulement si, toutes ses dérivées
partielles d’ordre k existent et sont continues sur [J. L'application f est dite
de classe C™ si, et seulement si, pour tout k € N, elle est C*.
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Propriete 1 :

Soit U un ouvert de RP. Soit f une application de U dans R"™. f est
Ck sur U. Alors toutes les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a k

sont définies et continues.

Démonstration : Admis.
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structure algébrique de 'espace C*(U, F)

(@

{ ®

(espace des fonctions C* sur U C RP)

- > structure algébrique de 'espace C*(U, F)

espace vectoriel

si f, ge CFU,F)alors f x g e CFU,F)

Théoréme 1 : (stabilité de C* par composition)

Soit U un ouvert de RP et f une application C* de U dans R?. Soit
V un ouvert de R? et ¢ une application de classe C* de V dans R™. Si
F(U) c V, alors go f est de classe C* sur U.

Démonstration : Admis.
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Théoreme 2

Soit I/ un ouvert de B? et f une application C*¥ de U dans R". On a
équivalence entre

1. la fonction f est de classe C*.

2. les fonctions coordonnées de f dans la base R™ sont de classe CF.

Démonstration : évident.

-

f : UCR — R" \
(@5,2) = f@y2) = (filen,mp), o falar, o 3,))

on les f; sont des applications de [RP dans [R.

Alors, si:Vie [1, n], fi € CH(U,R) ﬁ feckU R

o
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Théoréme 3 : (théoréme de Schwarz)

Soit U un ouvert de RP et f une application C' de U dans RY. Soit
2 2
a € Uet(i,j) e [L,p]* Si t’ii'gms et 3_:2,5 sont définies et continues en a

alors Y
0% f B 02 f
ijrf)‘xi a n aIiian a

Démonstration : Admis.
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Théoréme 3 : (théoréme de Schwarz)

Soit U un ouvert de RP et f une application C' de U dans RY. Soit
2 2
a € Uet(i,j) e [L,p]* Si ﬂifgms et 3;2{,;; sont définies et continues en a

alors
0% f
3 x g 5' i

_ 0
n aIiian

[ i

Démonstration : Admis.

Gﬂit la fonction f de U C R? dans R \

si fest Clsur U

Alors

- 8 a%f gy
Si 5287 et B sont définies

\ ‘ Bfgy - Sizéfm J
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Théoréme 3 : (théoréme de Schwarz)

Soit U un ouvert de RP et f une application C' de U dans RY. Soit

2 2
a € U et (i,j) € [1,p]% Si 35 5a et 3:;:55 sont définies et continues en a
alors
o*f | 0%f
3Ij@$£ a aI{an a

/DXDIILP]D 1: \
Soit la fonction f(x,y) = xsin(x)sin(y)
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alors

Théoréme 3 : (théoréme de Schwarz)

Soit U un ouvert de RP et f une application C' de U dans RY. Soit

2 2
a € U et (i,j) € [1,p]% Si 35 5a et 3:;:55 sont définies et continues en a
o*f | 0%f
3Ij@$£ a aI{an a

/DXDIILP]D 1: \
Soit la fonction f(x,y) = xsin(x)sin(y)

f est C* sur R?

—)

produit de fonctions C>
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Théoréme 3 : (théoréme de Schwarz)

Soit U un ouvert de RP et f une application C' de U dans RY. Soit
2 2
a € U et (i,j) € [1,p]% Si 35 5a et 3:;:55 sont définies et continues en a

alors
02 f
3 £I 7 @ I

_
n 6‘:1:1'6‘:1:3.- a

i

/DXDIILP]D 1: \
Soit la fonction f(x,y) = xsin(x)sin(y)

f est C* sur R?

‘ Cauchy-Schwarz

produit de fonctions C>
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Théoréme 3 : (théoréme de Schwarz)

Soit U un ouvert de RP et f une application C' de U dans RY. Soit

2 2
a € U et (i,j) € [1,p]% Si 35 5a et 3:;:55 sont définies et continues en a

alors
02 f
3 £I 7 @ I

_
n 6‘:1:1'6‘:1:3.- a

i

/DXDIILP]D 1: \
Soit la fonction f(x,y) = xsin(x)sin(y)

f est C* sur R?

‘ Cauchy-Schwarz

produit de fonctions C>

=L = (sin(z) +  cos(x)) sin(y)

\ 5 = 2sin(x) cos(y) /
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Théoréme 3 : (théoréme de Schwarz)

Soit U un ouvert de RP et f une application C' de U dans RY. Soit

2 2
a € U et (i,j) € [1,p]% Si 35 5a et 3:;:55 sont définies et continues en a

alors
02 f
3 £I 7 @ I

_
n 6‘:1:1'6‘:1:3.- a

i

/DXDIILP]D 1: \
Soit la fonction f(x,y) = xsin(x)sin(y)

f est C* sur R?

‘ Cauchy-Schwarz

produit de fonctions C>

=L = (sin(z) +  cos(x)) sin(y) aﬁé’; = (sin(x) + z cos(x)) cos(y)

—

\ % = e 3%% = (sin(x) + x cos(x)) c{:rs{-‘:y
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exemple 2 : cas ou il n'y a pas égalité

WL G (2,y) #(0,0)

Soit la fonction  f(x,y) = 24y
0 si (z,y) =(0,0)
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exemple 2 : cas ou il n'y a pas égalité

WL G (2,y) #(0,0)

Soit la fonction  f(x,y) = 24y
0 si (z,y) =(0,0)

/ Calculons les dérivées partielles du ler ordre en (0,0) \

of | _ e (£0)-£00)) _
{ﬁm!ﬂ%( A09) =0
of | _ e (£OH-F0.0)) _
5, = tim (L005100) — g

o /
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exemple 2 : cas ou il n'y a pas égalité

M st (z,y) # (0,0)

Soit la fonction flz,y) = ¥4y
0 si (z,y) = (0,0)

/ Calculons les dérivées partielles du ler ordre en (0,0) \

or| e (LE0)—F0.0)) _
{ﬁm!ﬂ%( A09) =0
or| e (£O0-F0,0)) _
g !i%( : ) 0

en un point (z,y) # (0,0)

_ ylda?y? ety
- 3 22
.,y (@2 +y?)

af
dx
{ af _ m(da?y?—atiyt)
\ Wy (@2 +y%)2 /
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Les fonctions dérivées partielles premiéres sont donc

2.2 el 4
of| (Rl (ay) = (0,0)
oz, |0 si (2,9) # (0,0)
& IE 2_m4 4 R
e
oz|,, 0 si (x,y) # (0,0)
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Les fonctions dérivées partielles premiéres sont donc

2,2 ! 4
af]  _ [HEEES si(ayy) = (0,0)
oz, |0 si (z,9) # (0,0)
oldr2y? gt gt .
e
ozl,, |0 si (x,) # (0,0)

\ coordonnées polaires ‘ applications continues /
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Les fonctions dérivées partielles premiéres sont donc
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2,2 ! 4
af]  _ [HEEES si(ayy) = (0,0)
oz, |0 si (z,9) # (0,0)
oldr2y? gt gt .
e
ozl,, |0 si (x,) # (0,0)

coordonnées polaires ‘ applications continues /

ﬁzudiﬂns maintenant les dérivées secondes croisées en (0,0)

~

32 (a)
dx \ dy

0.0
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Les fonctions dérivées partielles premiéres sont donc

2,2 ! 4
af]  _ [HEEES si(ayy) = (0,0)
oz, |0 si (z,9) # (0,0)
oldr2y? gt gt .
e
ozl,, |0 si (x,) # (0,0)

\ coordonnées polaires ‘ applications continues /

ﬁzudiﬂns maintenant les dérivées secondes croisées en (0,0) \

ﬂ(@) 1(@ _of )
dx \ dy Wlio  9loo |

= lim

t—0 1

0.0
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Les fonctions dérivées partielles premiéres sont donc

2,2 ! 4
af]  _ [HEEES si(ayy) = (0,0)
oz, |0 si (z,9) # (0,0)
oldr2y? gt gt .
e
ozl,, |0 si (x,) # (0,0)

\ coordonnées polaires ‘ applications continues /

ﬁzudiﬂns maintenant les dérivées secondes croisées en (0,0) \

o (of l(ﬁ _ﬁ_):mizl
dx ay ay t.0 ay

= lim

t—0 t—0 19

0.0 0,0
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Les fonctions dérivées partielles premiéres sont donc

2,2 ! 4
af]  _ [HEEES si(ayy) = (0,0)
oz, |0 si (z,9) # (0,0)
oldr2y? gt gt .
e
ozl,, |0 si (x,) # (0,0)

\ coordonnées polaires ‘ applications continues /

ﬁzudiﬂns maintenant les dérivées secondes croisées en (0,0) \

9 (of _liml(ﬁ _of
dx \ dy n,n_t—*“t AWlig Oy

9 (9FN]
dy \ dx {Lﬁ‘

tﬂ
)=1im—=1

t—0 12

0,0
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Les fonctions dérivées partielles premiéres sont donc
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2,2 ! 4
af]  _ [HEEES si(ayy) = (0,0)
oz, |0 si (z,9) # (0,0)
oldr2y? gt gt .
e
ozl,, |0 si (x,) # (0,0)

coordonnées polaires ‘ applications continues /

ﬁzudiﬂns maintenant les dérivées secondes croisées en (0,0) \

9 (of :Hml(ﬁ _of ):Hmt_.r,:l
dx \ Oy 0.0 t—0t \ Oy £.0 dy 0.0 t—0 2
()| =i (Y )

Oy \ox )|y, t=0t\dx|,, Odr|,
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Les fonctions dérivées partielles premiéres sont donc

2023/2024

Analyse dans R"

Mathématiques prelNG 2

2,2 ! 4
af]  _ [HEEES si(ayy) = (0,0)
oz, |0 si (z,9) # (0,0)
oldr2y? gt gt .
e
ozl,, |0 si (x,) # (0,0)

coordonnées polaires ‘ applications continues /

ﬁzudiﬂns maintenant les dérivées secondes croisées en (0,0) \

9 (of :uml(ﬁ _of ):lhnizl
dx \ Oy 0.0 t—0t \ Oy £.0 dy 0.0 t—0 2

d [Of . Leof of s _t5__
a—y(ﬁ) nﬂ—iﬂz(anit ﬁm)—li% B!

/
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Les fonctions dérivées partielles premiéres sont donc
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2,2 ! 4
af]  _ [HEEES si(ayy) = (0,0)
oz, |0 si (z,9) # (0,0)
oldr2y? gt gt .
e
ozl,, |0 si (x,) # (0,0)

coordonnées polaires ‘ applications continues /

ﬁzudiﬂns maintenant les dérivées secondes croisées en (0,0) \

9 (of :liml(ﬁ _of ):“mt_‘r’:l
dx \ Oy 0.0 t—0t \ Oy £.0 dy 0.0 t—0 2
d [adf . leofp Of s _t‘r’__
o (05|, =i (B2, ~ al,,) =l =
9 (of 9 (of
dz \ dy 0.0 dy \ Ox 0.0

/
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On cherche ici a résoudre le systéme d’'équations aux dérivées partielles

d
#,, = @)

af
A\ = g(a,
{ 02 | gy 9(y) ot f, g et h sont C*

 oh

/Etﬂ.pﬂ L On vérifie que %
Y

En effet

.Tfy \

o dr
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On cherche ici a résoudre le systéme d’'équations aux dérivées partielles

af

—_ — I]

2‘; T,y 9(y) ot f, g et h sont C*
ﬂ_y‘miy = h(z, y)

 oh

/Etﬂ.pﬂ 1: On vérifie que %
Y

En effet

.Tfy \

o dr

/ g et h sont C* - %, %, % et % sont continues \

D)

S
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On cherche ici a résoudre le systéme d’'équations aux dérivées partielles

af
02 | gy 9(y) ot f, g et h sont C*
al,, = M=y

 oh

/Etﬂ.pﬂ 1: On vérifie que %
Y

En effet

Y |2y
.Tfy \

o dr

0’f _ Oh
dy? Oy
'f _ 09
dr2  Ox

/ g et h sont C* - %, %, % et % sont continues \

&f  Oh
ordy Oz
‘ continues
O°f  Og
dydxr Ay

S

D)
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On cherche ici a résoudre le systéme d’'équations aux dérivées partielles

af
02 | gy 9(y) ot f, g et h sont C*
al,, = M=y

ok

/Etﬂ.pﬂ 1: On vérifie que %
Y

En effet

W | gy
) \

T,y O

0’f _ Oh
dy? Oy
'f _ 09
dr2  Ox

/ g et h sont C* - %, %, % et % sont continues \

O*f _ Oh
drdy  Ox
‘ continues ‘ f est C?
Pf g
dydxr  dy

S

D)
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On cherche ici a résoudre le systéme d’'équations aux dérivées partielles

|

/ Etape 1 :

En effet

af
=4 — I]
z‘T T,y 9(y) ot f, g et h sont C*
7, = h)
h
On vérifie que 99 = 2
O lpy OF|yy

0’f _ Oh
dy? Oy
'f _ 09
dr2  Ox

/ g et h sont C* - %, %, % et % sont continues \

O*f _ Oh
drdy  Ox
‘ continues ‘ f est C?
Pf g
dydxr  dy

\ Schwarz

D)
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On cherche ici a résoudre le systéme d’'équations aux dérivées partielles

af
02 | gy 9(y) ot f, g et h sont C*
al,, = M=y

 oh

/Etﬂ.pﬂ 1: On vérifie que %
Y

En effet

Y |2y
.Tfy \

o dr

0’f _ Oh
dy? Oy
'f _ 09
dr2  Ox

/ g et h sont C* - %, %, % et % sont continues \

O*f _ Oh
drdy  Ox
‘ continues ‘ f est C?
Pf g
dydxr  dy

CIWwWars ng = ng
\\ Sch ‘ drdy  Oydx //




On cherche ici a résoudre le systéme d’'équations aux dérivées partielles

|
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/ Htape 1 : On vérifie que %
Y

En effet

af
A\ = g(a,
2‘; T,y 9(y) ot f, g et h sont C*
Ay - = h’(I! y)
_0h
R ax il

~

o _on
dy? Oy
0’f _ 0
02 Oz

O*f _ Oh
drdy  Ox
0°f _ 0g
dydxr  dy

/ gcthsant(31~ %,%,%lﬂ:

‘ continues ‘ f est C?

dh

ay

sont continues \

0*f 0% E— dg
Ay

drdy  Oydx

\\ Schwarz - —lp
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On cherche ici a résoudre le systéme d’'équations aux dérivées partielles

af

—_ — I]

2‘; T,y 9(y) ot f, g et h sont C*
ﬂ_y‘miy = h(z, y)

/ Etape 2 : \

On résoud l'une des deux équations aux dérivées partielles.

par exemple la premiére :

flx,y) = Glz,y) + K1(y)

Kﬂﬂl (G est une primtive selon = de g et K est une fonction quelconque 9
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On cherche ici a résoudre le systéme d’'équations aux dérivées partielles

af

—_ — I]

z‘; T,y 9(y) ot f, g et h sont C*
ﬁ_y‘miy = h(z, y)

/ Etape 2 : \

Kﬂﬂl (G est une primtive selon = de g et K est une fonction quelconque 9

On résoud l'une des deux équations aux dérivées partielles.

par exemple la premiére :

flx,y) = Glz,y) + K1(y)

-

\_

Etape 3 : I

On dérive maintenant par I'autre variable la solution obtenue a l'étape 2.

Puis on mjecte cette dérivée dans I'EDP pas encore été utilisée

‘ équation sur i /
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On cherche ici a résoudre le systéme d’'équations aux dérivées partielles

af

—_ — I]

2‘; T,y 9(y) ot f, g et h sont C*
ﬂ_y‘miy = h(z, y)

Etape 4 :

On résoud I'équation obtenue a I'étape 3.
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On cherche ici a résoudre le systéme d’'équations aux dérivées partielles

-

L =g(,y) 1
5% T,y ou f, g et h sont C
&, =hzy)
(
Etape 4 :
On résoud I'équation obtenue a I'étape 3.
-
4
Etape 5 :
On écrit alors la solution obtenue a I'étape 2 et 'étape 4
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On cherche ici a résoudre le systéme d’'équations aux dérivées partielles

Z =gy !
5% T,y ou f, g et h sont C
&, =hzy)
(
Etape 4 :
On résoud I'équation obtenue a I'étape 3.
-
(
Etape 5 :
On écrit alors la solution obtenue a I'étape 2 et 'étape 4
-
Exemple :

On cherche a résoudre, sur R?, le systéme d'équations aux dérivées partielles

= (x+ 1)cos(z + y) + sin(x + y) —sinx = g(z, y)
.y

oy (x+ 1)cos(z +y) = h(z,y)



Exemple :

On cherche & résoudre, sur R?, le systéme d’équations aux dérivées partielles

of ,, = @+ Deos(z+y) +sine +y) —sinz = g(z,y)
9

g_é = (x+ 1)cos(x+y) = h(x,y)
\ I,y




Exemple :

On cherche & résoudre, sur R?, le systéme d’équations aux dérivées partielles

gﬁ . = (x+ 1)cos(x +y) +sin(x +y) —sinx = g(z, y)

? = (x+ 1)cos(x+y) = h(x,y)
e

\

/Etape 1: \

On vérifie que
o o

Yy Ox

T,y T,y

alors
dg . oh
a—y = —(SL" —+ 1)SID($+y) +COS($ + y) = %

kdonc, il est possible de trouver des solutions a ce systéme d’équa,tions/




Exemple :

On cherche & résoudre, sur R?, le systéme d’équations aux dérivées partielles

gﬁ . = (x+ 1)cos(x +y) +sin(x +y) —sinx = g(z, y)

? = (x+ 1)cos(x+y) = h(x,y)
e

\

/Etape 1: \

On vérifie que
o o

Yy Ox

T,y T,y

alors
dg Oh

oy = —(z + 1)sin(z +y) + cos(z + y) = 9

Kdonc, il est possible de trouver des solutions a ce systéme d’équa,tions/

Etape 2 : \

On intégre par rapport a y la seconde EDP (car elle est plus simple & inté-

grer). On obtient alors

f(z,y) = (x+ 1)sin(z + y) + Ki(z)

koﬁ K est une fonction C? sur R. /




Exemple :

On cherche & résoudre, sur R?, le systéme d’équations aux dérivées partielles

gﬁ . = (x+ 1)cos(x +y) +sin(x +y) —sinx = g(z, y)

? = (x+ 1)cos(x+y) = h(x,y)
e

Etape 3 :

On dérive maintenant I'expression précédente par rapport a x (l'autre va-
riable)

0K

= sin(x + y) + (x + 1) cos(z + y) + ——
oy Ox

of
dx

On injecte cette expression dans 'EDP qui n’a pas encore été utilisée

K
sin(z+y)+ (x+1)cos(x+y) + % = (z+1)cos(z+y)+sin(z+y)—sinz

et finalement

0K,

\ Wz—smx /




Exemple :

On cherche & résoudre, sur R?, le systéme d’équations aux dérivées partielles

gﬁ . = (x+ 1)cos(x +y) +sin(x +y) —sinx = g(z, y)

? = (x+ 1)cos(x+y) = h(x,y)
e

/Eta,pe 4 : \

On intégre maintenant 1’équation précédente

Ki(x) = cos(z) + C

KOﬁ C € R est une constante d’intégration. /




Exemple :

On cherche & résoudre, sur R?, le systéme d’équations aux dérivées partielles

gﬁ . = (x+ 1)cos(x +y) +sin(x +y) —sinx = g(z, y)

? = (x+ 1)cos(x+y) = h(x,y)
e

/Eta,pe 4 : \

On intégre maintenant 1’équation précédente

Ki(x) = cos(z) + C

KOﬁ C € R est une constante d’intégration. /

/ Etape 5 : x

On peut maintenant écrire la solution

f(z,y) = (x+ 1) sin(x + y) + K1(z)
= (z + 1) sin(z + y) + cos(z) + C

K avec C' € R. /
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Résolution des EDP d’ordre 2, c’est-a-dire les EDP qui font
Cette fois-ci apparaitre les dérivees secondes de la fonction
inconnue
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Théoreme 4 ¢

2
Soit U un ouvert de R?. Les solutions de classe C? de I'équation g—:ﬂé =0
sont de la forme

flz,y)=zG(y) + H(y)

ou G et H sont des fonctions C? sur la projection de U sur I'axe Oy.

Démonstration : il suffit d’'intégrer deux fois en utilisant le théoréme d'inté-
eration des EDP du chapitre précédent.



Analyse dans R"

Théoreme 4 ¢

2
Soit U un ouvert de R?. Les solutions de classe C? de I'équation g—:j; =0
sont de la forme

flz,y)=zG(y) + H(y)

ou G et H sont des fonctions C? sur la projection de U sur I'axe Oy.

Démonstration : il suffit d’'intégrer deux fois en utilisant le théoréme d'inté-
eration des EDP du chapitre précédent.

Théoréme 5 -

]
Soit U un ouvert de R?. Les solutions de classe C? de I'équation % =0

sont de la forme

flz,y) = G(z) + H(y)

ot G et H sont des fonctions C? sur la projection de U sur I'axe Ox et Oy

respectivement.

Démonstration : tout autant trivial.
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/Cﬂmmc pour les EDPs du ler ordre \

on va utiliser des changements de variables pour simplifier 'EDP

—

k C2-difféeomorphisme /

Définition 3 : (C%-difféomorphisme)

Soit U un ouvert de RP et V un ouvert de R". Une application ¢ de
U dans V est un C>-difféomorphisme de U dans V, si, et seulement si, les
propriétés suivantes sont vérifices

1. ¢ est de classe C? sur U.
2. ¢ réalise une bijection de U dans V.

3. ¢! est de classe C? sur V.




Exemple de résolution d'une EDP du 2nd ordre :

Trouver les applications f de R? — R de classe C? sur R? solutions de

O*f 1 o%f

ox?| , 2 9T?

V(z,t) € R?, 2 972

=0

x,t ai

en utilisant le changement de variable (X,Y) = (z + ct,z — ct).




Exemple de résolution d'une EDP du 2nd ordre :

Trouver les applications f de R? — R de classe C? sur R? solutions de

O*f 1 9%f

a2z| ~zoarz| T

V(z,t) € R?, 2 972

.T.,t I,t

en utilisant le changement de variable (X,Y) = (z + ct,z — ct).

/Etape 0 : identification de ¢ R

Q)
1
=
S
||

¢(x,t) = (z +ct,z — ct)
- J




Exemple de résolution d'une EDP du 2nd ordre :

Trouver les applications f de R? — R de classe C? sur R? solutions de

O*f 1 9%f

a2z| ~zoarz| T

V(z,t) € R?, 2 972

.T.,t I,t

en utilisant le changement de variable (X,Y) = (z + ct,z — ct).

/Etape 0 : identification de ¢ N

¢ : R2 — R
(.8) = (X.Y)=d(a.1) = (x4 ct.z — ct)
\_ %

Etape 1 : C?-difféomorphisme 2?7? )

Commencons par vérifier qu’il s’agit bien d’un C?-difféomorphisme. ¢ réalise
clairement une bijection de R? dans R? car ker(¢) = Og2. De plus ¢ est clai-
rement C? car chaque application composante est C2. Il en va de méme de

\(‘f}'—l. Donc ¢ est un Cz—difféomorphisme /




Exemple de résolution d'une EDP du 2nd ordre :

Trouver les applications f de R? — R de classe C? sur R? solutions de

O*f 1 9%f

a2z| ~zoarz| T

V(z,t) € R?, = 572

.T.,t I,t

en utilisant le changement de variable (X,Y) = (z + ct,z — ct).

/Etape 0 : identification de ¢ N

¢ : R2 — R
(.8) = (X.Y)=d(a.1) = (x4 ct.z — ct)
\_ %

Etape 1 : C?-difféomorphisme 2?7? )

Commencons par vérifier qu’il s’agit bien d’un C?-difféomorphisme. ¢ réalise
clairement une bijection de R? dans R? car ker(¢) = Og2. De plus ¢ est clai-
rement C? car chaque application composante est C2. Il en va de méme de

\(‘f}'—l. Donc ¢ est un Cz—difféomorphisme /

a Etape 2 : Introduction de la nouvelle fonction g : )

[ =go¢ f(it,f) — (goqb)(&:,t} — go¢($:t) — g($-|—Cf,$—Ct) ZQ(X:Y)

Donc ¢ = f o ¢~ 1. Or la stabilité par composition de la propriété C?, la
\fonction ¢ est bien C? puisque ¢! et f le sont. )




*f
ox?|

1 9%f

V(z,t) € R?,
c2 012\,

en utilisant le changement de variable (X,Y) = (z + ct,z — ct).

Etape 3 : Expression des dérivées partielles de f en fct de celles de g :

(of|  _— ﬁg_| x| + oY |
33‘: :t‘:,t SX X?Y 3:1‘.' X?Y am ﬂ:,t
\
af| _9_| oxX | Qy_| oy
L at m,t 8X X,Y E)‘t m,t 6Y X?Y at ﬂ:,t




1 9%f

2 a7z
CSTM

0% f

2 [
V(z,t) € R*, 52|

en utilisant le changement de variable (X,Y) = (z + ct,z — ct).

Etape 3 : Expression des dérivées partielles de f en fct de celles de g :

(of| ﬁg_| x| + oY |
33‘: :t‘:,t SX X?Y 3:1‘.' X?Y am ﬂ:,t
\
of| — _g_| oxX | Q9_| oy
L 3t m,t 3X X,Y 6t m,t 61/ X?Y 3t ﬂ:,t
ce qui donne
7 - j_| n gg|
Ox z,y 0X XY Y XY
9
afl — . | . @1|
\ ot 2,y 0X XY oY XY




*f
ox?|

Ly,

V(z,t) € R?,
c2 012\,

en utilisant le changement de variable (X,Y) = (z + ct,z — ct).

Etape 3 : Expression des dérivées partielles de f en fct de celles de g :

(of|  _— ﬁg_| x| + oY |
33‘: :t‘:,t SX X?Y 3:1‘.' X?Y am ﬂ:,t
\
af| _g_| oxX | Q9_| oy
L 3t m,t 3X X,Y 6t m,t 61/ X?Y 3t ﬂ:,t
ce qui donne
aof @;_| n gg|
Ox z,y aX XY aY XY
9
afl — . Qg_| ; @1|
\ ot " aX XY oY Xy
en effectuant le méme développement pour les dérivées secondes, on obtient
(52 2 2
Y
0% [,y OXP|xy OV |xy ' T OXOY|yy
<
32_}[' 9 o2 | 9 52 32 |
= —|— [ 202
| 98 |, 4 OX? | xy Y| xy IXOY |y y




0% f

dx?

1 9%f

V(z,t) € R2, 2 72

x.t x.t

en utilisant le changement de variable (X,Y) = (z + ct,z — ct).

-

Etape 4 : On injecte les expressions obtenues a I'étape 3 dans 'EDP

&g
X

XY




0% f

dx?

1 9%f

V(z,t) € R2, 2 72

x.t x.t

en utilisant le changement de variable (X,Y) = (z + ct,z — ct).

-

Etape 4 : On injecte les expressions obtenues a I'étape 3 dans 'EDP

&g
X

XY

Etape 5 : On résoud la nouvelle EDP sur g

cette EDP a pour solution

g(X,Y)=h(Y) + k(X)

\01‘1 h et k sont des fonctions quelconques C? sur R




0% f

dx?

1 9%f

V(z,t) € R2, 2 72

x.t x.t

en utilisant le changement de variable (X,Y) = (z + ct,z — ct).

-

Etape 4 : On injecte les expressions obtenues a I'étape 3 dans 'EDP

]

X2 il

XY

/ Etape 5 : On résoud la nouvelle EDP sur g

cette EDP a pour solution

g(X,Y)=h(Y) + k(X)

\01‘1 h et k sont des fonctions quelconques C? sur R

-

-

Etape 6 : On revient a f

f=go¢
flz,t) =(go@)(x,t) =gz +ct,z — ct) = h(x — ct) + k(x + ct)

o
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La recherche d’extremums (c’est-a-dire de minimums et de maximums) de

fonctions de R"™ dans R occupe une place importante en mathématiques

et dans les sciences en général car elle intervient dés lors qu’on cherche a
\optimiser une certaine quantité. )
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Introduction

La recherche d’extremums (c’est-a-dire de minimums et de maximums) de
fonctions de R"™ dans R occupe une place importante en mathématiques
et dans les sciences en général car elle intervient dés lors qu’on cherche a

J

\optimiser une certaine quantité.

——» économie (maximiser les profits et minimiser les cotits)
—» physique (principes variationnels)
—p intelligence artificielle

—» efc...
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Introduction

La recherche d’extremums (c’est-a-dire de minimums et de maximums) de
fonctions de R"™ dans R occupe une place importante en mathématiques
et dans les sciences en général car elle intervient dés lors qu’on cherche a
optimiser une certaine quantité. )

o

——» économie (maximiser les profits et minimiser les cotits)
—» physique (principes variationnels)
—p intelligence artificielle

—» efc...

Dans ce chapitre, nous allons donc, aprés avoir défini rigoureusement les
notions d’extremums locaux et globaux, montrer quelles sont les méthodes
mathématiques a notre disposition pour trouver les extremums de fonctions
C? (dans la suite de votre formation, vous étudierez également des algo-
rithmes permettant de trouver numériquement les minimums locaux comme
la méthode du gradient conjugué). Nous ferons également le lien avec la re-
cherche d’extremum des fonctions de R dans R car vous connaissez ce cas de
figure depuis le lycée.
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Définitions des extremums locaux et globaux

Définition 4 : (maximum local ou strict, minimum local ou strict)

Soit A une partie quelconque de R™ (ouvert, fermé ou aucun des deux),
ac A et f une fonction de A dans R. Alors :

1. f admet un minimum local en a, si, et seulement si, il existe un
voisinage V' C A de a tel que

Ve eV, f(z) > f(a)

2. f admet un minimum local strict en a, si, et seulement si, il existe un
voisinage V' C A de a tel que

Ve € V\{a}, f(x)> f(a)

3. f admet un maximum local en a, si, et seulement si, il existe un
voisinage V' C A de a tel que

Ve eV, f(z) < fla)

4. f admet un maximum local strict en a, si, et seulement si, il existe
un voisinage V' C A de a tel que

Ve e V\{a}, f(z) < f(a)

On appelle, de maniére générique, les maximums et les minimums des extre-
mums.

2023/2024
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Définitions des extremums locaux et globaux

[llustration pour des applications de R dans R

‘ny(.’IT)

maximum local strict

/ a a+r b_,r}' b b‘f“f" xr
V. Vi
a b

Ve eV =|b—r,b+r[\{b}, f(x)> f(b)
V€ Vy =l —ra+r(\{a}, f(2) < f(a)
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Définitions des extremums locaux et globaux

Mlustration pour des applications de R’dans R

z= f(x,y)

Vi

maximum local strict
V(z,y) € Vi\{b= (Tb, )},

minimum local strict
V(:E, y) = Va\{a = (mm ya)}a
fHz,y) > f(za,Ya)
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Définitions des extremums locaux et globaux

Définition 5 : (extremum global)
Soit A une partie quelconque de R™ (ouvert, fermé ou aucun des deux),
a € A et f une application de A dans R. Alors :

1. f admet un minimum global en a, si, et seulement si
vz e A, f(x) > f(a)
2. f admet un maximum global en a, si, et seulement si

Ve e A, f(x) < f(a)
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Définitions des extremums locaux et globaux

Définition 5 : (extremum global)
Soit A une partie quelconque de R™ (ouvert, fermé ou aucun des deux),
a € A et f une application de A dans R. Alors :

1. f admet un minimum global en a, si, et seulement si
vz e A, f(x) > f(a)
2. f admet un maximum global en a, si, et seulement si

Ve e A, f(x) < f(a)

Si A est un fermeé alors un extremum global (contrairement a un extremum local) peut étre sur
la frontiére de A.
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Définitions des extremums locaux et globaux

Définition 5 : (extremum global)
Soit A une partie quelconque de R™ (ouvert, fermé ou aucun des deux),
a € A et f une application de A dans R. Alors :

1. f admet un minimum global en a, si, et seulement si
vz e A, f(x) > f(a)
2. f admet un maximum global en a, si, et seulement si

Ve e A, f(x) < f(a)

Si A est un fermeé alors un extremum global (contrairement a un extremum local) peut étre sur
la frontiére de A.

Si f n’est pas minorée alors on dira qu’il n’y a pas de minimum global

Si f n’est pas majorée alors on dira qu'’il N’y a pas de maximum global
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Recherche des extremums locaux des fonctions de R
dans R

Soit f une fonction €2 de A C R dans R
Soit @ € A

Condition nécessaire pour
: fla) =0
que a soit un extremum
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Recherche des extremums locaux des fonctions de R
dans R

Soit f une fonction €2 de A C R dans R
Soit @ € A

Condition nécessaire pour
: fla) =0
que a soit un extremum

mals ce n'est pas suffisant

2 2 o

‘:1.' A I ‘.L

s -

f'(a) >0 f(a) <0 f(a) =0
f'la) =0 fla)y=0 fla) =0

c'est la dérivée seconde qui permet de conclure
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Recherche des extremums locaux des fonctions de R"
dans R

Définition 6 : (point critique)

Soit U un ouvert de RP, a € U et f une application de U dans R.
On dit que @ est un point critique de f, si, et seulement si, toutes les déri-
vées partielles premiéres de f en a sont définies et égales a 0, c¢’est-a-dire, si,
et seulement si, le gradient de f en a est défini et nul :

Vof = Ops
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Recherche des extremums locaux des fonctions de R"
dans R

Définition 6 : (point critique)

Soit U un ouvert de RP, a € U et f une application de U dans R.
On dit que @ est un point critique de f, si, et seulement si, toutes les déri-
vées partielles premiéres de f en a sont définies et égales a 0, c¢’est-a-dire, si,
et seulement si, le gradient de f en a est défini et nul :

Vof = Ops

(37\ (0
A

jo
¢+ 8

w

|

) o/

Tp
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Propriéte 2 :

Soit U un ouvert de RP, a € U et [ une application de U dans R. Si
f admet un extremum local en a et que toutes les dérivées partielles de f
en a sont définies, alors a est un point critique de f.

Démonstration : cas ol a est un minimum local
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Propriéteée 2 :

Soit U un ouvert de RP, a € U et [ une application de U dans R. Si
f admet un extremum local en a et que toutes les dérivées partielles de f
en a sont définies, alors a est un point critique de f.

Démonstration : cas ol a est un minimum local

I1 existe alors v > 0 tel que B(a,r) C U et pour Vo € B(a,r), f(z) > f(a)
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Propriéteée 2 :

Soit U un ouvert de RP, a € U et [ une application de U dans R. Si

f admet un extremum local en a et que toutes les dérivées partielles de f
en a sont définies, alors a est un point critique de f.

Démonstration : cas ol a est un minimum local

I1 existe alors v > 0 tel que B(a,r) C U et pour Vo € B(a,r), f(z) > f(a)

Soit (er, ez, ..., e,) une base de R ' df

— Lm fla + he;) — f(a)
Soit 7 € [1, p] gjesh

h—s0 h

i
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Soit U un ouvert de RP, a € U et [ une application de U dans R. Si
f admet un extremum local en a et que toutes les dérivées partielles de f

en a sont définies, alors a est un point critique de f.

Démonstration : cas ol a est un minimum local

I1 existe alors v > 0 tel que B(a,r) C U et pour Vo € B(a,r), f(z) > f(a)

— Lm fla + he;) — f(a)

Soit (er, ez, ..., e,) une base de R ' df

Soit i € [[1, p| dx; h—0 h

i

Or si |h| < r (ce qui est le cas & partir d'un moment puisque h tend vers ()

nous avons a + he; € Bla,r) ‘ fla+ he;) — f(a) =0
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Soit U un ouvert de RP, a € U et [ une application de U dans R. Si
f admet un extremum local en a et que toutes les dérivées partielles de f

en a sont définies, alors a est un point critique de f.

Démonstration : cas ol a est un minimum local

I1 existe alors v > 0 tel que B(a,r) C U et pour Vo € B(a,r), f(z) > f(a)

— Lm fla + he;) — f(a)

Soit (er, ez, ..., e,) une base de R ' df

Soit i € [[1, p| dx; h—0 h

i

Or si |h| < r (ce qui est le cas & partir d'un moment puisque h tend vers ()

nous avons a + he; € Bla,r) ‘ fla+ he;) — f(a) =0
i J(a+he) — f(a) >0
‘ i & d’ott une limite nulle
flathe)—fe) _,

lim
h—0— h
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Soit U un ouvert de RP, a € U et [ une application de U dans R. Si
f admet un extremum local en a et que toutes les dérivées partielles de f

en a sont définies, alors a est un point critique de f.

Démonstration : cas ol a est un minimum local

I1 existe alors v > 0 tel que B(a,r) C U et pour Vo € B(a,r), f(z) > f(a)

— Lm fla + he;) — f(a)

Soit (er, ez, ..., e,) une base de R ' df

Soit i € [[1, p| dx; h—0 h

i

Or si |h| < r (ce qui est le cas & partir d'un moment puisque h tend vers ()

nous avons a + he; € Bla,r) ‘ fla+ he;) — f(a) =0
i J(a+he) — f(a) >0

h—0+ h .
‘ d’ont une limite nulle
B e

h—0— h

Comme cela est vrai pour tout 7 € [[1, p], \;-}af = Ope
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Comme dans le cas des fonctions de R dans R

il faut étudier les dérivées du second ordre pour conclure

Propriété 3 : (Développement limité d’ordre 2)

soit U un ouvert de (RP,||||) et f une application de U dans R de
classe C? sur U. Soit a € U et Uy = {h € RP/a+ h € U}. Alors, il existe une

application € : Uy — R telle que lim ¢(h) =0 et
L—)U‘Bp

Vh = (h1,....hp) € Uo,

f( + Zhj 333'3

o |1l e(h)

QZZth 3 3:1?

a i=1 j=1

Cette relation est appelée développement limité de f a 'ordre 2 en a.

Démonstration @ admis.
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Théoréme 6 : (Condition suffisante d’ordre 2)

Soient U un ouvert de (RP,|-||) et f une application de U dans R de
classe C? sur UU. Soit @ un point critique de f. On introduit la fonction Q

Q RP — R
h=(hi,...hp) = Q(h) =373 " | hihj o E—'m

S'il existe un voisinage de Ogp sur lequel

1. (Q est positive et ne s'annule qu'en h = 0, alors f admet un minimum
local strict en a

2. () est négative et ne s’annule qu’'en h = 0, alors f admet un maximum
local strict en a.

Si pour tout voisinage de Opp, () admet des valeurs positives et négatives,
alors f n’admet pas d'extremum local en a.

~“Démonstration :
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Théoréme 6 : (Condition suffisante d’ordre 2)

Soient U un ouvert de (RP,|-||) et f une application de U dans R de
classe C? sur UU. Soit @ un point critique de f. On introduit la fonction Q
Q RP — R
h=(h1,....hp) — Q(h)= 1—1 Zp—1 hil; E.fm E.fm

S'il existe un voisinage de Ogp sur lequel

1. (Q est positive et ne s'annule qu'en h = 0, alors f admet un minimum
local strict en a

2. () est négative et ne s’annule qu’'en h = 0, alors f admet un maximum
local strict en a.

Si pour tout voisinage de Opp, () admet des valeurs positives et négatives,
alors f n’admet pas d'extremum local en a.

~“Démonstration :

Pour h suffisamment petit, ﬁ’{aer f = Opp puisque a est un point critique
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Théoréme 6 : (Condition suffisante d’ordre 2)

Soient U un ouvert de (RP,|-||) et f une application de U dans R de
classe C? sur UU. Soit @ un point critique de f. On introduit la fonction Q
Q RP — R
h=(h1,....hp) — Q(h)= 1—1 Zp—1 hil; Hm Hm

S'il existe un voisinage de Ogp sur lequel

1. (Q est positive et ne s'annule qu'en h = 0, alors f admet un minimum
local strict en a

2. () est négative et ne s’annule qu’'en h = 0, alors f admet un maximum
local strict en a.

Si pour tout voisinage de Opp, () admet des valeurs positives et négatives,
alors f n’admet pas d'extremum local en a.

~Démonstration :
Pour h suffisamment petit, ﬁ’{aer f = Opp puisque a est un point critique

Donec

= Q(h)

i

fla+h) = fla) = hih;
i=1 j=1 4 3I53Ij

Si () est positif alors f(a + h) > f(a) donc minimum.
Si @) est négatif alors f(a +h) < f(a) donc maximum
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Définition 8 : (Matrice hessienne)

Soit U un ouvert de (RP,|]|) et f une application de U dans R de
classe C? sur U. Soit @ € U un point critique de f. On définit alors la
matrice hessienne de f en a, notée Hy(a), par

02 f 02 f
6_$1§ a 3:1’.‘18:1‘:19 a
Hf(a) = .
92 f 92 f
gryor1|, v 012,

Définition 9 : (Notations de Monge)

Soit U un ouvert de R? et f une application de U dans R de classe
C? sur U. Soit @ € U un point critique de f. On définit alors les notations
de Monge comme

_ 21 o= 2
- 0%, ~ Ox0y

_ 9
. Oyoz

|
- =

r

a

alors avec ces notations

2023/2024
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Théoréme 7 : (Condition suffisante d'ordre 2)

Soient U un ouvert de R? et f une application de U dans R de classe C? sur
[J. Soit @ un point critique de f. Alors

1. Sidet (Hf(a)) =rt—5*>0:
(a) sir >0, alors f admet un minimum local strict en a.
(b) si r < 0, alors f admet un maximum local strict en a.

2. Sidet (Hf(ﬂ]) = rt — s? < 0, alors f n’a pas d'extremum local en aj

Dans ce cas, a est appelé point-col, ou point-selle de f.

3. Sidet (Hy [a]) = rt — 52 = (), alors on ne peut pas conclure sans faire
une étude locale poussée.




Démonstration. Comme a est un point critique de f, nous avons gf(a) = %{_(a) = 0.




Démonstration. Comme a est un point critique de f, nous avons gf(a) = %é(a) = 0. En utilisant les notations de
Monge. le développement limité a I'ordre deux de f devient : '

Y(h:k) € Uy, fla+h.k)— f(a) = % (rh® + 2shk + tk?) + || (h:k) | *e(h:k)




Démonstration. Comme a est un point critique de f, nous avons §§(a) = %é(a) = 0. En utilisant les notations de
Monge. le développement limité a I'ordre deux de f devient : '

Y(h:k) € Uy, fla+h.k)—f(a) = % (rh® + 2shk + tk?) + || (h:k) | *e(h:k)

Onnote alors Q : (h:k) +— rh® + 2shk +tk>. Nous allons tenter d’écrire Q sous la forme de somme de carrés, afin d'en
déduire le signe.
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Onnote alors Q : (h:k) +— rh® + 2shk +tk>. Nous allons tenter d’écrire Q sous la forme de somme de carrés, afin d'en
déduire le signe.

— Sirt — 5 >0, alors r est non nul et




Démonstration. Comme a est un point critique de f, nous avons §§(a) = %é(a) = 0. En utilisant les notations de
Monge. le développement limité a I'ordre deux de f devient : '

Y(h:k) € Uy, fla+h.k)—f(a) = % (rh® + 2shk + tk?) + || (h:k) | *e(h:k)

Onnote alors Q : (h:k) +— rh® + 2shk +tk>. Nous allons tenter d’écrire Q sous la forme de somme de carrés, afin d'en
déduire le signe.

— Si rt — s> > 0, alors r est non nul et
O(h.k) = rh® + 2shk + tk* = r(hz +2‘5ﬁk) + 1k
r

s\2 & »
:r[(h+Fk) -ﬁkz]ﬁ-rk'

=r(h+ Ek)2+”;”‘2k2




Démonstration. Comme a est un point critique de f, nous avons §§(a) = %é(a) = 0. En utilisant les notations de
Monge. le développement limité a I'ordre deux de f devient : '

Y(h:k) € Uy, fla+h.k)—f(a) = % (rh® + 2shk + tk?) + || (h:k) | *e(h:k)

Onnote alors Q : (h:k) +— rh® + 2shk +tk>. Nous allons tenter d’écrire Q sous la forme de somme de carrés, afin d'en
déduire le signe.

— Si rt — s> > 0, alors r est non nul et
O(h.k) = rh® + 2shk + tk* = r(hz +2‘5ﬁk) + 1k
r

s\2 & »
:r[(h+Fk) -ﬁkz]ﬁ-rk'

=r(h+ Ek)2+”;”‘2k2

tk =0

Ainsi Q(h k) =0 @{ . "t _ o ©(hk)=(0:0)Finalement :




Démonstration. Comme a est un point critique de f, nous avons §§(a) = %é(a) = 0. En utilisant les notations de
Monge. le développement limité a I'ordre deux de f devient : '

Y(h:k) € Uy, fla+h.k)—f(a) = % (rh® + 2shk + tk?) + || (h:k) | *e(h:k)

Onnote alors Q : (h:k) +— rh® + 2shk +tk>. Nous allons tenter d’écrire Q sous la forme de somme de carrés, afin d'en
déduire le signe.

— Si rt — s> > 0, alors r est non nul et
O(h.k) = rh® + 2shk + tk* = r(hz +2‘5ﬁk) + 1k
r

s\2 & »
:r[(h+Fk) -ﬁkz]ﬁ-rk'

=r(h+ Ek)2+”;”‘2k2

h+tk = 0

k = 0
— Sir > 0, alors pour tout (h:k), Q(h:k) = 0 et a est un minimum local de f.
— Sir < 0, alors pour tout (h:k), Q(h:k) < 0 et a est un maximum local de f.

Ainsi Q(h.k) =0 & { & (h:k) = (0;0) Finalement :
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Y(h:k) € Uy, fla+h.k)—f(a) = % (rh® + 2shk + tk?) + || (h:k) | *e(h:k)

Onnote alors Q : (h:k) +— rh® + 2shk +tk>. Nous allons tenter d’écrire Q sous la forme de somme de carrés, afin d'en
déduire le signe.

— Si rt — s> > 0, alors r est non nul et
O(h.k) = rh® + 2shk + tk* = r(hz +2‘5ﬁk) + 1k
r

s\2 & »
:r[(h+Fk) -ﬁkz]ﬁ-rk'

=r(h+ Ek)2+”;”‘2k2

h+tk = 0

k = 0
— Sir > 0, alors pour tout (h:k), Q(h:k) = 0 et a est un minimum local de f.
— Sir < 0, alors pour tout (h:k), Q(h:k) < 0 et a est un maximum local de f.

Ainsi Q(h.k) =0 & { & (h:k) = (0;0) Finalement :

— Si rt — 5% < 0, alors on distingue plusieurs cas :



Démonstration. Comme a est un point critique de f, nous avons §§(a) = %é(a) = 0. En utilisant les notations de
Monge. le développement limité a I'ordre deux de f devient : '

Y(h:k) € Uy, fla+h.k)—f(a) = % (rh® + 2shk + tk?) + || (h:k) | *e(h:k)

Onnote alors Q : (h:k) +— rh® + 2shk +tk>. Nous allons tenter d’écrire Q sous la forme de somme de carrés, afin d'en
déduire le signe.

— Si rt — s> > 0, alors r est non nul et
O(h.k) = rh® + 2shk + tk* = r(hz +2‘5ﬁk) + 1k
r

s\2 & »
:r[(h+Fk) -ﬁkz]ﬁ-rk'

=r(h+ Ek)2+”;”‘2k2

h+tk = 0

k = 0
— Sir > 0, alors pour tout (h:k), Q(h:k) = 0 et a est un minimum local de f.
— Sir < 0, alors pour tout (h:k), Q(h:k) < 0 et a est un maximum local de f.

Ainsi Q(h.k) =0 & { & (h:k) = (0;0) Finalement :

— Si rt — 5% < 0, alors on distingue plusieurs cas :

— Si r#0, alors pour tout (/i;k), Q(h,0) = rh* est du signe de ret Q=% k) = =42 est du signe de —r.
Donc quelque soit le voisinage de (0:0), Q change de signe.



Démonstration. Comme a est un point critique de f, nous avons §§(a) = %é(a) = (). En utilisant les notations de
Monge. le développement limité a I'ordre deux de f devient : '

Y(h:k) € Uy, fla+h.k)—f(a) = % (rh® + 2shk + tk?) + || (h:k) | *e(h:k)

Onnote alors Q : (h:k) +— rh® + 2shk +tk>. Nous allons tenter d’écrire Q sous la forme de somme de carrés, afin d'en
déduire le signe.

— Sirt —s° > 0, alors r est non nul et
Q(h k) = rk® + 2shk + ti® = r(hz +2‘5mz-) e
-
|

:r[(h+§k)z_gkz] .

=r(h+ Ek)2+”;”‘2k2

h+tk = 0
k = 0
— Sir > 0, alors pour tout (h:k), Q(h:k) = 0 et a est un minimum local de f.
— Sir < 0, alors pour tout (h:k), Q(h:k) < 0 et a est un maximum local de f.
— Si rt — 5% < 0, alors on distingue plusieurs cas :

Ainsi Q(h.k) =0« { ¢ (h:k) = (0:0) Finalement :

— Si r#0, alors pour tout (/i;k), Q(h,0) = rh* est du signe de ret Q=% k) = =42 est du signe de —r.
Donc quelque soit le voisinage de (0:0), Q change de signe.
— Si r=0, alors nécessairement s # 0 (sinon rt — s*> = 0) et
— Sit #0, alors pour tout h, Q(th,sh)- Q(th.—sh) = (3ts’h*) - (—ts*h*) = —3t*s*h* < 0. Donc quelque
soit le voisinage de (0:0), Q change de signe.
— Si t =0, alors pour tout h, Q(h,h)-Q(h,—h) = (2sh*)(=2sh*) = —45*h* < 0. Donc quelque soit le
voisinage de (0:0), Q change de signe.

Donc Q admet 2 la fois des valeurs strictement positives et strictement négatives et a n’est pas un extremum
local. O




Plan général de recherche d’extremade f: U C R? - R




Plan général de recherche d’extremade f: U C R? - R

Etape 0 Vérification du caractere %2 de fsurU.
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Etape 0 Vérification du caractere %2 de fsurU.

Etape 1 Recherche des points critiques (x;y) de f en résolvant le systeme

%—j:(x,y) = 0
Ty =0



Plan général de recherche d’extremade f: U C R? - R

Etape 0 Vérification du caractere %2 de fsurU.

Etape 1 Recherche des points critiques (x;y) de f en résolvant le systeme

d
gr(xy) = 0
w(y) = 0

Etape 2 Pour chaque point critique, calculer r, s, et 7, puis :
— Sirt—s%2>0etr >0, c’est un minimum local strict.
— Sirt—s%*>0etr <0, c’est un maximum local strict.
— Sirt—s% <0, c’estun point-selle.

— Si rt — s> =0, il faut faire une étude locale (DL a I’ordre 3 par exemple)



Plan général de recherche d’extremade f: U C R? - R

Etape 0 Vérification du caractere %2 de fsurU.

Etape 1 Recherche des points critiques (x;y) de f en résolvant le systeme

d
gr(xy) = 0
w(y) = 0

Etape 2 Pour chaque point critique, calculer r, s, et 7, puis :

— Sirt—s%2>0etr >0, c’est un minimum local strict.

— Sirt—s%*>0etr <0, c’est un maximum local strict.

— Sirt—s% <0, c’estun point-selle.

— Si rt — s> =0, il faut faire une étude locale (DL a I’ordre 3 par exemple)
Etape 3

— Recherche de minima globaux :

— S1 f n’est pas minorée, pas de minimum global.

— Recherche de maxima globaux :

— S1 f n’est pas majorée, pas de maximum global.
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MERCI POUR VOTRE ATTENTION

BONNE CONTINUATION ET ABIENTOT
POUR LE COURS D’'ALGO QUANTIQUE
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