Département de Mathématiques

T EC H PréING1-Analyse

TD 6 - Intégration

Calcul intégral

Exercice 1. -
Soit f la fonction définie sur [0, 4] par

-1 sixz=0
1 si0 <z <1
flx)y=1<¢3 siz=1
-2 sil<ax<?2
4 si2<x <4

1. Calculer f(;l

2. Soit z € [0,4], calculer F(z)= [y f
3. Montrer que F' est une fonctlon continue sur [0,4]. La fonction F' est-elle dérivable sur
[0,4] 7

Exercice 2. -
Calculer les intégrales suivantes :

3 T
1./ 12t — 5| dt, 3./ Min(2,1) dt
1 0
™ 2
2./ VE® dt, 4./ ¢ dt.
0 -1

Exercice 3. -
Calculer les primitives suivantes :

3x
x ) \/ 20, - 1 ) / € ) / ;2
/1+x2dm ; /33} 1+ a2%dx /:L‘ln:vdx ; 1+€3xd:€ ; cos(x) sin“(z)dx

; /(3:5 —1)(32% — 22 4 3)dx

/( 1;33:6-1—1 /\/% /xln

| V1
/nxd:ﬂ ; /(1—(308(33:))d3: ; /msin(az2)daz ; ;xdx

xT




Exercice 4. -
(Intégration par parties) Calculer les primitives suivantes :

1
/em cosxdr /nxda: n>1 ; /azArctan:cdaz ; /(:C2 +z+ 1)e*dx.

/e_x sinzdr /(lnaj)de : /Arctanxdfc : /:E3 sin zdz.

Exercice 5. -
Calculer les primitives suivantes :

1
1. : de, (t=v2+ 5./ dx.
/\/2+x+\3/2+$x ( x) cos \/xdx
1+eV®

2. /(arcsinx)Qdas NG
tan x
3. /x2\/1+x3d:p. 7. /edac

(cos x)?

&

dx

Y o[
. x .| —Y—dx
(34 e%)Ver — 1 V1+ x2?

Exercice 6. -
Calculer les intégrales suivantes :

1 t a ™
/ dt / Va2 —2dt / 2sint dt / cos /1 —t di
0 0 0 =

V1I—t2

1 z 4 4 1
t—1 dt 1—vt dt
/ —s dt /2 — / Vi dt / ;s / t(Arctant)?dt
_11—|—t 0 2+Sll’lt 1 \/i 1 1+€ 0

Exercice 7. -
(Changement de variable) calculer les intégrales suivantes : Considérons l'intégrale
In2

I = Vet —1dx

0
Effectuer le changement de variables u = v/e* — 1 et calculer I.

Résultat : I =2 — /2.

Exercice 8. -
1- Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Montrer que f: f(z)dz = fab fla+b—x)dx,
en déduire le valeur de 'intégrale

s

/ " In(1 + tan(z))dz.
0

2-Montrer que

@ 1 7T 1
/1 (1+ ﬁ) arctanz dr = 5(@ --)

a

pour a > 1,
(Indication : utiliser la formule arctan x + arctan% = 5, pour x >0 ).

Exercice 9. -
Décomposer les fractions rationnelles suivantes; en calculer les primitives.



3 32
x 5m+

1. ——. L —
z? —4 (z+1)
9 4z
(@-2)° L
. 5
3 3t+1 z(r — 2)
S 2 -2t+10°
1 7 % — 2z
L 122+ 1)

Calcul des suites

Exercice 19. -
Soit I,, = / (1 —t?)"dt.
0

1. Etablir une relation de récurrence entre I, et Inqq.
2. Calculer I,,.

Exercice 11 (Intégrales de Wallis). -
Soit I, = / " sin™ tdt.
0

Etablir une relation de récurrence entre I, et I 40.

En déduire I, et Izpy1.

Montrer que (I,)nen est décroissante et strictement positive.
En déduire que I, ~ I,,41.

Calculer nl, 1, 1.

S R D=

Donner alors un équivalent simple de I,.
Exercice 12. -

1 "
Soit I, = / dx
o 1+=x

1. En majorant la fonction intégrée, montrer que (I, )nen — 0.

2. Calculer I, + Ip,41.

n (71)k+1).

3. Déterminer lim (

n—-+oo k=1 k
Exercice 13. -
Calculer :
n 1 n n n n—1
S TL (e 5) " s e Gs Jin S2 5T i St

Exercice 14. -

Calculer les limites suivantes :
n

. n
L Dyt
p:



Exercice 15. -
Sans calculer les intégrales, montrer que

w/2 /2
/ sin” x dxr = / cos" z dzx.
0 0

Pour aller plus loin

Exercice 16. - 1 e
Soit f € CO(R). On définit g : R* - R, z / f(t)de.
T Jo

1. Montrer que g se prolonge par continuité en 0.
(k+1)T

T
2. On suppose f T-périodique. Montrer que : Vk € N, / f(t)dt = / f(t)dt.
k 0

T

1 nT 1 T
3. Ecrire g(z) sous la forme — / f(t)dt+ — f(t)dt pour un entier n bien choisi, et en
T Jo T JnT

déduire que g admet une limite en +oo.

Exercice 17. - .
Soit f : R — R une fonction continue sur R et F(x) = / f(t)dt.
Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes : °
1. F est continue sur R.
F' est dérivable sur R de dérivée f.
Si f est croissante sur R alors F' est croissante sur R.
Si f est positive sur R alors F' est positive sur R.
Si f est positive sur R alors F' est croissante sur R.

Si f est T-périodique sur R alors F' est T-périodique sur R.

N O

Si f est paire alors F' est impaire.

Exercice 18. -

b
Déterminer les fonctions f continues sur [a, b] telles que / f(t)dt = (b — a)sup|f].
a [a,b]





