Chapitre 6 : Intégration sur un segment

I- Imégrale d’une fonction en escalier :

Définition.
On appelle subdivision s d'un segment [a, b] toute suite finie s = (g, x1,. .., 2,) de nombres réels
tels que :
a=mx0<T1 < < Ip=h
¥
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Définition (Fonction en escalier, subdivision adaptée) —
On dit qu'une fonction f : [a,b] — T est en escalier si pour une certaine I 4_1 .
subdivision (x,...,x,) de [a, b], dite adaptée a f : I [T T
1 | | |
[
f est constante sur ]x;, x;,[ pour tout i € [0,n—1]. a=xyx, XzXy --- X,=bh

Théoréme (Propriétés élémentaires des fonctions en escalier) Soient f : [a,b] — Tetg : [a,b] — C en escalier.

» Lorsqu'on ajoute un nombre fini de points & une subdivision de [a, b] adaptée a f, le résultat est encore une
subdivision de [a, b] adaptée a f.

A fortiori, la réunion d'une subdivision de [a, b] adaptée a f et d’'une subdivision de [a, b] adaptée a g est une
subdivision de [a, b] adaptée & f ETa g.

e Pour tous A, u € C, Af + g est une fonction en escalier sur [a, b], de méme que |f|, Re(f), Im(f) et fg.

Définition-théoréme (Intégrale d’une fonction en escalier) Soit f : [a, b] — T en escalier. Soit en outre (xg, ..., x,)
une subdivision de [a, b] adaptée a f. Si pour tout i € [0,n—1], on note y, la valeur de f sur ]x;, x;, [, alors le nombre
n—1

complexe : Z Yi(x;41—x;)  ne dépend pas de la subdivision (xg,...,x,) choisie. _ Aire algébrique

=0 L. Yilxie —xi)
i ___?Ti___ dans le cas ol
On l'appele l'intégrale de f sur [a, b], notée : f ou ft)de. -- —ﬁ J f est réelle
[a,b] [a,b] |

Xi Xip1




Théoréme (Propriétés de l'intégrale d'une fonction en escalier) Soient f : [a,b] — C et g : [a,b] — T en
escalier.

(i) Linéarité : Pourtous A,ueC: J. (lf+,ug):JLJ. f+p.J. a.
[a,b] i, ] [e,b]

' [a,
f f QJ LFI.
[a,5] [a,b]

(iii) Relation de Chasles : Pour toutc € [a, b] : J. f :J. f+ f.
[a,b] [a,c] [c,B]

(ii) Inégalité triangulaire :

(iv) Lien avec les parties réelle et imaginaire : J. f= Re(f)+ iJ. Im(f).
[a,b] [a,b] [a,b]
Démonstration Donnons-nous A, u € C, ¢ € [a, b] et une subdivision (x,...,x,) de [a,b] adaptée & f ETa g

— mais done aussi 4 Af +pg, |f], Re(f) et Im{f).

Valeurde Af+pg sur x4 [

n—1
0 f (f +pg) = 2 Of + 1) () (s =)
[a.B] i=0

_fo(x H’“](x,ﬂ I}+HZ (m](!+1 x,) :lf f+uJ. 2.
O 0 .’ [a.b] [a.b]

Valeurde [ sur Jx, x4 [ Valeurde g sur Jx,x4q[

(ii) D’apres l'inégalité triangulaire sur © :

RSN RED
Lb]f = ;‘,f(—z L) (i —

(iii) Quitte & ajouter le point ¢ 4 la subdivision (x,,...,x, }, On peut supposer que : X, =¢  pour un certain
k €[[0,n]. La fonction f|[u,c] est alors en escalier sur [a, ¢] de subdivision adaptée (x,,...,x,), et la fonction
F|ie.py Vest sur [e, b] de subdivision adaptée (xy,...,x,). Enfin :

=X R, R S o
fm]f = Zf (A5 G = ;:f (A5 G + Zf (A5 (o = Ldﬂf[c,b

. RSNE LT o
(i) le]f—Zf(—z ) G —x)

(J‘ ) G —x)= | IfL

[a,b]

=) (2552 s+ ) () i) [ e[ im.
=0 - -

II- Intégrale d’une fonction continue (par morceaux) :

Théoreme 3

Soient f : [a,b] — R continue sur [a,b] et £ > 0. Alors il existe 6 : [a,b] — R en escaliers
telle que Vr € [a,b], |f(z) — 0(x)| < e




— Propriété 4

Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b]. Pour tout £ > 0, il existe deux fonctions p, 1) €

E([a,b], R) telles que :
p<f<i et 0<yp—p<e.

Preuve. D’apreés le théoréme précédent, on a f en escaliers telle que Va € [a,b], |f(z) - 0(x)] < 5.
O(x) — 5 < f(z) < 0(x) + 5. On pose alors les fonctions en escalier ¢ = § — 5 et ¢» = 6 + 5 pour
obtenir le résultat. iy

Y
- f(x)

\
|
|2
2
|
|
=

On suppose a présent que f : [a, b] = R est une fonction bornée quelconque. On définit deux nombres réels :

b
I (f)=sup {f ¢(x)dx | ¢ en escalier et ¢ gf}

b
I'(f) = inf{f ¢(x)dx | ¢ en escalier et ¢ ;f}

\ ~

— Théoréme 5
Si f:[a,b] — R est continue, alors :
) A[;b](f} = {f[u,b] p|lpe E[Z.b](f)} admet une borne supérieure,
. A[T;,b](f} = {f[a,b] |y e E[J;b](f)} admet une borne inférieure,

et ces deux bornes sont égales.




Preuve. La fonction f étant continue sur le segment [a, b, elle est bornée sur [a,b]. posons m =
inf fiz)et M = sup flz).
re .""l"l e :H.Il.ll
. El;.hj [ f) est non vide puisqu'il contient la fonction constante m. Ainsi Il;.[r]{f] est une partie non

vide de B, De plus pour tout ¢ £ El;-"J (fl,onay < f< M. Done

/[blpij[fjjif=zlfﬂb—n]_

L'ensemble A|::.tr]'[~"r} est done une partie non vide de B et majorée (par M{b — a)). Il posséde
done une borne supérienre gque 'on note o,

& Dememe, _ﬁlt L-|l:ﬂ est une partie non vide de B et minorée par m(b—a). Elle posséde done une
borne inférienre que 'on note 4.

« Puisque pour tout () € &y (f) x £y (F), w S oma [, o < [l v Ainst [l 20 est un

majorant de A7{ ). sa borne supérienre a est done plus petite gue .r[u.hj 1. On obtient :

Vi e 5 0(f), a< .
fn.b] (o]

+

De méme, v est un minorant de Alu W

Done o < 4.

i f1, et A4 est le plus grand des minorants de cette partie.

e Soit £ = 0. On sait qu'il existe o £ E-;_hll:f]l et 1 £ E|I.I:r]'[~"r} telles que pour tout = = [a, b,

f 1_1'-‘—[ w = elb—al.

:rj.lll [ex.ts]

/ psa< / .
|r1..[r] [, ts]

Vot pour tout £ =0, 0< F —a < f|u.1-' i — f[u.hj @< elb—a). Finalement, on a bien o = 3.

i[x) —@(xr) < e On a alors

Or par définition de o et 3, on a

O
Définition.

Soit f: [a. 8] — K une fonction continne. On appelle intégrale de f sur [a, 4] le nombre réel noté
f|u.1-' f défini par -

- f=sup / wlepe E|;.L-":f:| = inf / | we Elj_,l,]'[,.l"}
_ra.i’.ll _r1.|’.l| : |”"I:’]

— Propriété 6 (Linéarité)

Soient f,g: [a. 4] — B continues et (A, ) & B2

f (Af + gl = A f+sr[ g
.H.hl |I’J.l|j .H.Il.ll

Lemme. Soit ¢ = 0. Si f:[a. b = K continue et # € £([a, b], ) telles que | f — 8] < =, alors

Lol
[ex.b] [ab]

= (b —a)e




Preuve du Lemme. Ona f — =< f < 0+ =z, doit (par définition de Uintégrale) :

f{ﬂ—s}if fzif (0 +2).
i, [ex. ] [ex. B

Par linéarité de U'intégrale des fonctions en escalier :

Jou? st

Preuve. Soient #,,83 € &([n. b], &) telles que :

= (b—a)s.

|f =8| <cet|g—8a <c

H}‘f = o [ o[ &
o b [ix. ] [iee.) 2, ]

Posons h = Af + pg et 8 = Afy + pfla. Una
lh — 8] = (|A] + [p])e.

Par le lemme :

< (b—a)e et = {b—a)z.

Par le lemmme

|/ h —[ 6"| < (b —a)(|A] + |p[)e.
| [z, ) e, ] |

Posons 1 = / = )&f # + ,u[ #y (par linfarité pour les fonctions en esealier). Grice a (%)
[, &) [ix. 1) [ t9]

A f f+un f q—1
[ t] ]

oI &

< (b—a)(|A] + [ul)e.

Finalement on ohtient :

it=f h—(Af f+|uf q)
] [z, b R

=/ h—I+({I-A j—y./ gl
[ie. 1] ez ] [iex.

=/ h—1 I—/\/ f—;x/ q)
[a.b] [er.b] la,8]

< 2(b — a){[A] + [pl)e.

+

Comme c'est vrai quelgue =oit = = (0, on en déduit A =0, et done la lindarité de Uintégrale. O

— Propriété T (Relation de Chasles)

Soient f: [a,b] — B continues et ¢ € [a, b

L#f=ﬁﬁf+kﬂﬁ




Preuve. Soit o & E|:_tr]'[a'r}' On a alors :

i:l:"”u.r'] = El;e{f] et ¥ [et] = Alj[’]{f}

Par définition de 'intégrale, on obtient :

/ ¢-[.¢+/,¢£/ f+/,f
|rJ..[r] [, ||::.J.l. ] ||::.J.l_

Adnsi /[ . I+ o f est un majorant de _ﬁl;.bj{f]l_ Par définition de la borne supérienre :
S L

Aﬁfgﬁwf+hﬂﬁ

En appliquant (linéarité) ce résultat & — f, on en dédnit Uinégalité inverse, et done

Aﬁf_lwf+hﬂﬁ

Notation. Soient a et b deux réels quelcongues (en particulier on ne suppose plus nécessairement

a = h). Soit f une fonction continue entre o et b, On définit le réel ]T fix)dr par :
e sia < b .]';:’fl::r.'_‘,ld:r.' = .r|u.1-' fla)da
o sia=b, [ flxyde=0;

o sib<a, [/ flz)dr =~ [, f(z)dr.

La relation de Chasles et la linéarité sont alors vraies pour a. b, ¢ quelcongues.

— Propriété 8

Soient f,g: ] — R continues sur un intervalle et a, b e I.

]
Ujf&ﬂmﬂih—ﬂ/fumrgﬂ

h |I.|
(2) f<geta<b= | flr)dr< [ glxydr ;

b
|< [ 1t

Lume

(4) Sia < bet m < f < M entre a et b, alors m(b—a) < ]';:’fl[:r‘.ld:r < M{b— a).

(@ a<h=

Preuve.

O

1} Puisque f = 0, alors oo = 0 est une fonction en escalier sur [a, 8] telle que o < f. Par définition de
80 ¥ que 2

I'intégrale de f sur [a, b]. on en déduit que

] s
/ flx)dr = f wlxpdr = 0.



(2} On appligue le point précédent & la fonction A =g — f = 0

/:l hlzide = 0 = /;bg[:r:}d:r: = /:l flaida

par linéarité de l'intégrale.

(3) On a pour tout r = [a. b, —|f(x]| = f(z) = |f(z)|. D'oi par croissance de 'intégrale :

-/ @l < / " flayde < / @l

j;hf[r}dr Ejj | ).

(4) I snffit de prendre Uintégrale dans les indgalités m < f < AL

Ainsi, on obtient

Remargue. La majoration snivante, vraie également si & <0 a, peut &tre utile

5
f |flx)lde

h
F)d| <

Définition.
e ——
. La valeur moyenne d'une fonction f: [a. b — R continue est :

1 .
#= bh—a /l;__[r]‘lll

Remargue. La valeur moyvenne est la constante p gui véritie / f= f Jin
b

b

Propriété 9

Soit f : [e.b] — R une fonction continue sur [a,b] et positive. Alors .r[u_hjf = 0 =i et
seulement si f est nulle sur [a, b].

Preuve.
+= 8i [ est nulle, son intégrale est nulle.

= Par contraposition, supposons que f n'est pas nulle sur [a.b] : Je £ [a.b] tel que f(e) = 0.

[Vaprés la définition de la continuité de f en ¢ avec = = # :

de<a<g<h ¥Yrelab, rclod)=|[fiz)- fle)] e

Ainsi pour tout r € [0, 4], on a f(z) < @ En prenant Uintégrale, on en dédnit done que :

E)
(4}

f flade = [ e > [ ctr=i=ere o

Remarque. 5i f n'est pas supposée continue, le résultat est fanx : par exemple f{z) = Osur |0, 1] et
fl0) = fil} = 1 est positive, non nulle mais _]'}]l f=u0



III — Calcul intégral :

5.1 Primitives
Définition.

Soient I un intervalle et f: I — E une fonction continue. On appelle primitive de f sur I toute
- fonction F de classe C! sur I et dont la dérivée est f.

Propriété 12 (Lien entre denx primitives dune meéme fonction)

Deux primitives d'une méme fonction sur un intervalle différent d'une constante.

Preuve. 5i Fj et Fy sont deux primitives de la fonction F sur [, alors (Fy —F3)' = F{—F, = f—f =10
done la fonetion F| — Fy est constante sur £, O

— Propriété 13 [(Théoréme fondamental de analyse)

Scient { un intervalle de B, f : I — K une fonction continue, et a £ 1.

I - K
(1) La fonction F . . f (et est |'unigue primitive de f s’annulant en a.

{2) Pour toute primitive F': I — K de f, on a

[ stoyie=Fx) - (o).

Preuve.

(1) La fonetion F' est définie pour tout » € { car f est continue sur [n, x| ou [x, a] (selon que = a on

r < a). Soit g e I, montrons que F est dérivable en zg et que F'lry) = flog). On a pour tout
rel:
Flx) — Flzg) 1
F(z) — Flzo) _ flzg) =

I — Iy ¥ i 'y |

- f ") — flao)dt

I — Iy

f " feyde — flxo)

D'oit avee Uinégalité de la moyvenne {on vérifie que cette indgalité est anssi vraie si @ < xg)

F(x} — F(ry) 1 N
L = —— [ 1) = st

Iy

— flxa)

Or f est continue en xy, done @
Ye=0, Ja>0 Yiel [t—x|<a = |[f(t]) - flzm)| <=

Alors pour tout » € I, [r —xg| < o, on a pour tout t € [xg, 2], [f(t) — flzg)| < £ et en reportant

Flz)—F 1
M —f|:_'|-_'”]- = '[ sdt < E.
| T —ay [ 1
Fix)— Fir
Ainsi on a montré que lim M = flzg). Done F est dérivable en o et F'(xg) = flxg).
I—rin r — g

Puisque c'est vral pour tout xy € I et que [ est continue, on en déduit finalement gue F est de
classe C! et que F' = f.



Reste 4 montrer que F est 'unique primitive de f qui s'annule en a. 5i 7 satisfait anssi ces
propriétés, alors on a vu qu'il existe ' € K tel que F = (G + . En évaluant en x = a, on obtient
=10, et done F = (3.

(2] Soit h @z — Flz) — Fla). Alors h est dérivable sur I comme combinaison linéaire de fonctions
qui le sont, et pour r € I, W{x) = F'{x) = f(x). De plus hia) = 0, done i est une primitive de

-

F sanoulant en . D'aprés Municité du point précédent, on a pour tout x» £ 1. hir) = / flt)edt.
(43

D¥on le résultat.

O
Motations.

s Le symhbole ff{a':lrlx (introduit par Leibniz) désigne une primitive guelcongue de f. Elle est
done définie & une constante additive prés.

& La fonction o — _]': Fithdt est la primitive de f s’anoulant en a.
wx]

5.2 Etude de r — Fit)dt
wlxh

— Propriété 14

Soient [..J deux intervalles de B, w.v : I — B de classe C' telles que w(l), v{l) < J et
wlx)

f:Jd — K continue. Alors la fonction g @z — fit)dt est définie sur I, de classe
ufx)

Yre I, g'(r) = flv(z)'iz) — flu(z))u'(x).

sur . et :

Preuve, Pour tout = £ I, on a ulx), v(z) € J et J est un intervalle. Done [u(z),v(z)] < J et g(x)
existe pour tout = £ 1.

La fonection f:J — € étant continue sur J, elle admet une primitive F de classe ¢! sur J. On a alors
pour tout @ £ 1,
glx) = Flv(x)) — Flu(x)).

La fonction g est donc de classe C! en tant que différence et composées de fonctions de classe C1, et
pour tout » € [, on a ¢

§'(z) = v'(x)f (v(z)) — o' (x) flulz)).

5.3 Intégration par parties

Propriété 15 (Intégration par parties)

Soient f et g sont deux fonctions de classe €1 sur [o, 5] & valeur dans 1.

& i i
f f’(t)g(ndf=[fmgm} — [ rog .

[ i

Preuve. On a

h

B I b I
[ aatar+ [ g ode= [0+ o @i = [ o = [fmgu}]

i

puisque fg est C' comme produit de fonctions qui le sont. O

Preuve. (n a

[

i

I I 1] I
[ rawie+ [ g @i = [ oo+ sog @ = [ (a0 = [f{::ng{:}]

L4

puisgue fig est ¢! comme produit de fonctions qgui le sont. (|



5.4 Changement de variables

— Propriété 16 (Changement de variable)

Soient [ un intervalle de B et f: I — K une fonction continue sur [, Soient o2 Ja, b — [
une fonction de classe C! sur [a,b]. Alors

il b
f fizydx = [ fle(t))e (tidt.

win) 7

On dit qu'on a effectué le changement de variables © = 2if).

Preuve. 5i F est une primitive de f, alors F o o est une primitive de oo x o et ona

wlly
f fla)dx = [F(2)]7" = F(p(b)) — Fle(a)).

[} #lal
h — . . .
fept)g(tidt = [Fop(t)h = Fp(b) — Fg(a)).

8]

O

» Dans lo pratigue, on veillera en effectuant un changement de variobles 4 modifier les frois éléments

o o variable ¥ = o(f),
o Uélément différentiel dr = o'($)dt,

e les bornes de UVintégrale : si t varie entre a et b, ¥ = ¢(t) doit varier entre ¢la) et ¢{6).

— Propriété 17
Soit f @B — K une fonction continne,

(1) =1 f est périndigque de période T, alors pour tous a. b = R

1] =T a+T h+T
fi) dt —[ Fla) di [ fit) dt —f fit) i
i L i II.I

+T

(2) si f est une fonction paire, alors pour tout a € B [% f(¢) di = 2 [ f(t) dt.

(3) si f est une fonction impaire, alors pour tout o = B: I]"itﬂ Fit) dt = 0.

IV - Recherche de primitives :

Rappelons au cas oli que nous savons primitiver aisément un certain nombre de fonctions classiques :

— les fonctions de la forme x — e™ cos(bx) ou x — €™ sin(bx) avec a, b € R* griace a 'exponentielle complexe,
8 p P

— les fonctions de la forme x —— sin™ x cos™ x avec m,n € N par linéarisation,

— les fonctions rationnelles par décomposition en éléments simples.

Les tableaux ci-dessous donnent enfin la liste des quelques primitives qu'il faut connaitre & tout prix.



Fonction Primitive Fonction Primitive
e* e* sin x —CosX
Inx xlnx—x cosXx sinx
1
- In | x| tan x —In|cosx|
X
a+1
X
x* (a#-1)
a+1

5.2. Intégration des éléments simples

Soit égx; une fraction rationnelle, oit P(x),Q(x) sont des polynémes a coefficients réels. Alors la fraction éng} s'écrit

comme somme d'un polynéme E(x) € R[x] (la partie entiére) et d’éléments simples d'une des formes suivantes :
¥ ax + fi
(x —2xy )k © (ax2+ bx +c)*
oua,f,y,a,b,ceRetkei\{0}.

avee b* —4ac <0

1. On sait intégrer le polyndéme E(x).

2. Intégration de I'élément simple —"—;.

(a) Sik=1 alorsf ydx ~=yln|x—xo| + ¢ (sur ]— 00, x,[ ou Jxy, +00[).

(b) Sik =2 alors f [x_x = yf(x —xg) Fdx = Lg(x — x0 ) 4 ¢ (sur ]— 0, xg[ ou Jx,, +oo[).

3. Intégration de 'élément simple %. On écrit cette fraction sous la forme

ax+fi B 2ax+b N 1
(ax?+ bx +c) T(axz-i—bx—i-c)" (ax?+ bx +c)*

(a) Sik=1, calcul de f 251y = f Y Gy =1Inju(x)] + o = In|ax? + bx +¢| + ¢

axZ+bx+c ulx)
b) Sik=2, calcu]defﬁdx:f&—?}%dx_ () + g = s (ax® + bx +e) T 4 ¢,

(c) Sik =1, calcul de f ———— dx. Par un changement de variable u = px +q on se raméne & calculer une
primitive du type f d” = arctanu + c;.

(d) Sik = 2, caleul de f

calcul de I; = f ﬁ”l}; Une intégration par parties permet de passer de I al;_,.

m dx. On effectue le changement de variable u = px + g pour se ramener au

Par exemple calculons I,. Partant de I, = f a1 on pose [ = _lﬁ et g’ = 1. La formule d'intégration par
parties ffg —[fg]—ff g donne (avec f' = [“2'1) et g =u)

Lo du _[ u ]+ 2u? du _[ u ]+2 1:2+1—1du
b w2+1 Llu+1 (u2+1)2 Luz+1 (u2+1)2

u
— |+ 2 [ ]-l—?.f — 21,
[l{2+1] Ju2+1 f(u2+])2 u?+1 ! 2

On en déduit I, = 31, + 3 =% + ¢;. Mais comme I, = arctanu alors

1 1 u
ILL=| —— = —arctanu+ — ——— +¢,.
2 J(ui-i—l)i 2 2u2+1 °

5.3. Intégration des fonctions trigonométriques

On peut aussi calculer les primitives de la forme f P(cos x,sinx) dx ou de la forme f Pleosxsinx) i x quand P et Q
O cos 2 sinx)
sont des polyndmes, en se ramenant a intégrer une fraction rationnelle.
Il existe deux méthodes :
* les régles de Bioche sont assez efficaces mais ne fonctionnent pas toujours ;
» le changement de variable t = tan 7 fonctionne tout le temps mais conduit 4 davantage de calculs.



Les régles de Bioche. On note w(x) = f(x) dx. On a alors w(—x) = f(—x) d(—x) = —f(—x)dx et w(m—x) =
flin—x)d(n—x)=—f(nr—x)dx.

» Si w(—x) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = cosx.

» Siw(m—x)= w(x) alors on effectue le changement de variable u = sin x.

* Siw(m+ x)= cw(x) alors on effectue le changement de variable u = tan x.

Exemple 15.
Caleul de la primitive f

cos x dx

2—eos? x
On note w(x) = Ei’lj:ji . Comme w(m—x) = w;{_"’c;:z)[‘i(_‘;x) = {_E;jfjs&;dﬂ = w(x) alors le changement de variable

qui convient est u = sin x pour lequel du = cosx dx. Ainsi :

cosx dx cosx dx du .
= = [ arctan u] = arctan(sinx) +c .

2—cos?x | 2—(1—sin’x) T Ty

Le changement de variable ¢t = tan 7.
Les formules de la « tangente de I'arc moitié » permettent d’exprimer sinus, cosinus et tangente en fonction de tan 3.
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Exemple 16.
Calcul de l'intégrale J-_Dm,g %
Le changement de variable t = tan 5 définit une bijection de [—3,0] vers [—1,0] (pour x =—3%, t =—1 et pour x =0,
t=0). De plus on asinx = {2 et dx = 24t
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V — Approximation d’intégrales, sommes de Riemann :

Définition.
Soit f: |a, 8] = B une fonction continue et n < M*. On appelle somme de Riemann d’ordre n
associce 4 f la somimne :

n—1
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Remarque. Cette somme de Riemann est Uintégrale de la fonction en escalier ¢ qui vant [ (ay ) sur
g, aggq| pour tout 0 < & < n— 1. Cela correspond A aire en blen dans le dessin ci-dessous,
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Preuve. On fait la preuve dans le cas on f est lipschitzienne (ce qui est en particulier le cas si [ est
de classe C! sur [a,b]). Notons K la constante de lipschitz associée a f sur [a, b,
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Comme enfin lim &

Remarque :

e (n reconnait la méthode des rectangles.
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par inégalité triangulaire

|flx) = flog)|de

LT
Z[ K|r — a|dr car [ est lipschitzienne

Kapyy — apddr car f est lipschitzienne

n— 1

n
k=0

h
=1, on obtient par théoreme d’encadrement lim &, = f fla)dz,

En particulier, ce résultat signifie gquune somme de

Riemann constitue une bonne approximation de Uintégrale pourvu gque le pas soit petit.
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Mathode des rectangles "a droite”.
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Remargue. Méthode des trapézes. La vitesse de convergence de la somme de Riemann vers

L . :
Iintégrale est en —. On peut améliorer la précision en utilisant la méthode des trapézes. On approche
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{n obtient alors une approximation en e Si f est de classe C° sur [a, b, on pent montrer que
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