Chapitre 5 : Analyse asymptotique
I- Relations de comparaison de suites :

I-1) Domination, négligeabilité :

Définition.

Soit (uy) et (v,) deux suites. On dit que :

o o ‘ . Up ’
e (uy) est dominée par (v,) si la suite (—) est bornée. On note alors u, = O(vy,).
Up,

e la suite (u,) est négligeable devant (v,) (ou que (v,) est prépondérante devant la suite (u,) ) si la

: Up,
suite (—') converge vers 0. On note alors u,, = o(vy,).

n

Exemples.
08 4 1
¢ Ona: % =0 (g) car (cos(n) +4) est bornée.
n g}
3 o y
¢ Ona: n3sin(n) =0 (n®) car lim n”sin(n) _ sin(n) 3

n—+oo nd n? noteo

Remarques.
o (un) est bornée si et seulement si u, = O(1).
e (u,) converge vers 0 si et seulement si u,, = o(1).

o uy =o0(vn) = un = Ovn).

— Propriété 1

Soient (uy,), (v,) et (w,) trois suites.
(1) Siu, =0(v,) et v, = O(w,), alors u,, = O(w,,) (transitivité de la relation Q).

(2) Siu, =o(v,) et v, = o(w,), alors u,, = o(w,,) (transitivité de la relation o).

Preuve. On démontre le premier point, le deuxiéme point est analogue. Soit (u,,) une suite telle que ., = o(w,,)

u Up W
et w,, = o(t,). Alors, pour tout n > ngy, on a : In _ Un n 0-0=0. Ainsi, u,, = o(t,). O

tn Wy, by, notoo

— Propriété 2

Soient (u,,), (vy,), (wy,) et (t,) quatre suites telles que (w,,) et (£,) ne s’annulent pas & partir d’'un
certain rang. Soit (A, p) € K2

(1) Siu, =0(w,) et v, = O0(w,), alors Au, + pv, = Ow,).
Siu, = o(w,) et v, = o(w,), alors Au,, + pv, = o(wy,).

(2) Siwu, =0(w,) et v, =0(t,), alors u,v, = O(w,t,).

Siu, = O(w,) et v, = o(t,), alors u,v, = o(w,t,).

Exemples :



— Propriété 3 (croissances comparées)

Soit (e, ) € R avec o, 5 > 0, et ¢ > 1. Alors :

1 1 ; : .
g "=o ( : ) , - =0 (lnﬁ n) , WPn=o0®@), n*=o0(¢"), ¢ =o(n!) ; n!=on")
ne ne

Remarque. En notant u, < v, au lieu de uw,, = o(v.), on a donc lorsque n tend vers +oo :

1 —n 1 B o n n
E<<q <<_n7<<]n n&n®€q"<nlgn".

I-2) Equivalence :

Définition.

Soit (u,) et (v,) deux suites. On dit que (u,)nen est équivalente a (v, )nen, et on note w, ~ v, sila suite
2o ) converge vers 1. On note alors u, ~ v,.

. L+ 1 1
Exemple. On a /n ~ /n+ 1. En effet, \/ﬂ% =4/14=. Or
n n
vn+1
la fonction racine, continue en 1. on a bien Em ; =1
n oC

+o0

1
, lim (1 + —) =1 et par composition par
n—+oo T
=1.

— Propriété 4

La relation ~ est une relation, d’équivalence sur I’ensemble des suites ne s’annulant pas, c¢’est a dire

(1) ~ est réflexive : uy, ~ uy ;
(2) ~ est symétrique : w, ~ vy, = Uy ~ Uy ;

(3) ~ est transitive : si u,, ~ v, et v, ~ w,, alors u, ~ w,

— Propriété 5

Soient (uy), (vn).
(1) wp ~vy = u, — v, =0(v,).

(2) up ~vn =  u, =0(w,) et v, =0(u,).

Preuve.

. U ; Un . Un — Un
(1) up ~vpe lim L =1« lim [~ —-1)=0« lim (") =0< u, — v, =ov,).
n—+o0o U, n—+o0 \ U, n—+o0 Un

i U, 7 Uy
(2) Siwy, ~ v, alors (—) converge vers 1 donc bornée. De plus, comme | — converge vers 1 alors
Un n>=n n>=
=To n-Tno

Un
Unp A 4 x : Un, Un,
— done u, est non nulle a partir d'un certain rang et converge vers 1 donc est
Un Un J p>ng Un J >0
bornée.

O



— Propriété 6

Soient (u,), (v,), (w,) et (t,) quatre suites telles que u,, ~ w,, et v, ~ t,. Alors on a :
(1) wpvy ~ wyty 3
(2) T2~

(3) Vpe N, ul ~wk.

Preuve. On a, pour n € N, 2n%e = Zn 5 2o ] par produit de limites, d’oi1 le premier point.
- n Zn p—+oo

Pour n € N, on a

e Up 2 u wy,\ 7t
W, n<n 20 'n
z - B * ( ) !

Lo UntWn Un i

Zn
comme quotient de limites. Ainsi on a le second point.

Enfin, pour net p e N, on a %;r = (i‘—)p "_>—+>°0 1P = 1 par opérations sur les limites. D’ou le troisieme point.
O

n()

T 0
En effet, pour tout j € N fixé, on a n — j ~ n; par conséquent :

n i il nb
(5) =g lln-d~glln=7

=0

Exemple. Montrons que (Z)

ATTENTION !!!!

e On ne peut ni ajouter, ni soustraire, les équivalents, comme le montre I'exemple suivant :

n+l~n+2et —n~ —n mais on n'a pas 1 ~ 2.

e On ne compose pas les équivalents : si f est une fonction (méme continue sur R) et si u,, ~ v,, on n'a
pas forcément f(u,) ~ f(v,) comme le montre l'exemple suivant :

siu, =n24+n, v, =n%et f=exp, on au, ~ v,, mais :

M S R N +o0, done f(uy,) # fv,).

f(“f,f.n) n—+400

. . , : . 1 .
e Lors d'une mise en puissance d’un équivalent, I'exposant doit étre constant : on a 1 + — ~ 1 mais

1 T
%c,ona(]Jr—) ~e).
n

n

\" 1
(1 + —) 7 1 (puisque grace a la limite classique (1 + —)
n n

Propriété 7

Soit (u,) une suite et I € R*.
lim wu, =1 <+ wuy~I

n——+o0

Preuve. En effet, si lim w, = ! # 0 alors (u,) ne s’annule pas a partir d’'un certain rang et on a :
n——+oco

Un [

- - =1. Donc u, ~ L.

I n—+oc

5 . . u U
Réciproquement si a,, ~ [, alors puisque [ # 0, — — 1doncu, = —-1 — L |
) { n—r+00



— Propriété 8

Soient (u,) et (v,) deux suites telles que w,, ~ v,,.
(1) up et v, ont meéme signe strict (> 0 ou < 0) & partir d'un certain rang,

(2) (upn)new admet une limite (finie ou infinie) si et seulement si (v, )nen admet une limite et alors

lim w4, = lm wv,.
n——+oa n—+00

Preuve.

(1) Comme (u,) et (v,) sont équivalentes, on a = — 1. Donc pour ¢ = % > 0, il existe N € N tel que
™ n—+oo

¥n > N,

un 1| < L En particulier pour tout n > N, on a %= > L ot u, et v, ont méme signe strict.
Uy 2 Up, 27

(2) Supposons que (vn)new admet une limite [ € R. On a u, = 22 x v,, donc u,, — [ par opérations sur
= n—+00
les limites.

De méme si (4, )pen admet une limite {, on a v, = 2= X u,,v, — [ par opérations sur les limites.
n—r+oc

Un

II- Relations de comparaison de fonctions :

Dans toute cette section :

e [ désignera un intervalle réel non vide et non réduit & un point, @ un point de I ou une extrémité de [
(6ventuellement +o00), D désignera I ou I\ {a} ;

e toutes les fonctions considérées seront définies sur D a valeurs dans K = R ou C, et supposées non nulles
sur I\ {a} (de sorte que le quotient de deux fonctions est toujours bien défini sur I\ {a}) ;

e siles fonctions sont définies en a, on supposera de plus qu’elles sont continues en a.

I1-1) Domination, négligeabilité :

Définition.

Soient f et g: D — K. On dit que :

e f est dominée par g au voisinage de a si i est bornée au voisinage de a. On note alors f(z) = O(g(x))
g (23

ou f = O(g).
e [ est négligeable devant g au voisinage de a si 1131 ;g:; = 0. On note alors f(z) = o(g(x)) ou
f = olg).
Exemples.

¢ 22sin (2%) = O(z?) : en effet pour I =R,  +— 22 et z — x?sin (z*) sont définies sur R\ {0} et pour tout
z? sin (.1:3)

zecR* ona: _
22

— |sin (T‘)| < 1

¢ Sip<gq a? = o(z?) et x¢ = o(zP) : en effet pour I =R, 2 — 2P et & — 27 ne s’annulent pas sur I\ {0}
e}

p q
et lim — =0=lim —.
r—+oo 14 r—0 P



Remarque. Pour f: D - R, on a:

e f est bornée au voisinage de a si et seulement si f = O(1).
a

e [ converge vers 0 au voisinage de a si et seulement si f = o(1).
13

o f(@) = olgx) = f(z) = Olg(x)).

— Propriété 9

Soit (a, B) € (R)2.

(Inx)? = o(z%), # = 0(e®®), |Inz|? EO(L) 8 =g (%)

T 0oC

I1-2) Equivalence :

Définition.
. . o s x
Soient f et g: D — K. On dit que f est équivalente & g au voisinage de a si lim A J) = 1. On note alors
z—a gz
flx) ~g(x)ou f ~g.
(13 (13
5 & ; . sinm
Exemple. sin(z) ~aen effet pour I = R, x +» 2 ne s’annule pas sur I\ {0} et hn}} = 1.
L T

Remarque.

e Si f est continue en @, on a : f(x) ~ f(a)si f(a) # 0.
i

e Si f est dérivable en a, on a : f(z) — f(a) ~ f'(a)(x — a) si f'(a) # 0.

a

e Si P(z) = apz? + ap_12P~ + ... az@? (p > q est une fonction polynomiale, alors :

P(x) ol ap,z? et P(r) 1 agzd.

— Propriété 10
Soient f et g définies sur D.
o f@)~o@) = @) - gl) = olg()).

o« f(@)~glx) = [(x)=O0lg(x) et g(x) = O(f(x)).

(13

— Propriété 11

La relation ~ est une relation d'équivalence, c'est a dire :
23

(1) ~ est réflexive : f ~ f ;
i e3

(2) ~ est symétrique : f~g=g~ f;
ia i@

il

(3) ~ est transitive : f ~ g et g ~ h impliquent [ ~ h.
a ia 43 a




— Propriété 12 (Opérations sur les équivalents)

h, u quatre fonctions définies sur D. Si et si h(:

x)ulx)

Soient f, g , f(z) e g9(z)

) f(x)h(x) . g(x

r) i u(x), alors :

flz) glz) |
) 7@ Y, w@
B e
(3) YEN, f(2)? ~ g(a)
(4) Pour o € RY, et si f* et g™ sont bien définies sur D, alors f(x)® 2 glz)™
Preuve.
(1) On a, pour z € D, %{% i((z) X —E— 1 par produit de limites.
(2) Pour z € D, on a
fl=) -1
i _ [@u@) _ f) ()
— = X — 1
Q(lm} glz)h(z)  glx) u(z) T—a

comme quotient de limites.

(3) Pourz € Det pe N, on a

Fl)® . (f(r])p

glz)? glx)

T—+il
(4) Pour tout = € D, '::n ((3 = (%) = ¢*™(5). Comme —E,L— —» 1 donc @

— 1P = 1 par opérations sur les limites.

(i) — 1.
T—ra

— Propriété 13 (Eqnivalents classiques au voisinage de 0)

e* —1l~zx In(1 +a) ~z
0
sin x N tanz: e &

arcsinr ~ x arctan .z e
0

5 — the ~ x

sha ~ 2 a

;-
0

(14 x)” avec o € R”

1 —ch(z) ~ -

T
1 - cos(x) o

— f(a) ~ f'(a

suivent, sauf les suivants (qu'on obtient par opérations sur les eqtmalentb) d

Preuve. On utilise que si f est dérivable en a, f(x)

1 — cos?(z) sin?(z) x?
1—cosx = - i
1+ cos(z) 14 cos(z) o 2

car sin(x) ~ et 1+ cos(z) o 2. De méme, on a :

sh?(z) z?

1— ch?(x) B
“1+4ch(z) o 27

1+ ch(x) -

1—ch(z) =

a)(z — a) si f'(a) # 0. Les résultats s’en




— Propriété 14 (Composition & droite dans un équivalent)
Soient f et g deux fonctions définies sur D. On suppose que g ne s’annule pas an voisinage de a et
que f(x) ~ g(xz). Soit ¢ une fonction a valeurs dans D telle que lin})qb(t) = q avec b € RU {£oc}.

a t—
Ona:

foo(t) ~ g0 d(t).

Preuve. En utilisant le théoréme de composition pour les limites, on peut écrire :

ti £ (60)) = 1 Loy <1

D’otu le résultat. O

IMPORTANT. On veillera a ne pas additionner, soustraire ou composer & gauche des équivalents sans justi-
fication, car les résultats obtenus sont généralement faux. Par exemple :

e r+1 ~ r4+2et —r ~ —rmaisl ~ 2
E="] +oo +o0

o 41 o2 mais on n’a pas exp(x + 1) o exp(x) ;

) 1—|—2:}:r6J1—|—;net ln(1—|—2;r)r;2x, ln(1+x)r;x.

Exemple. Puisque 1'111[1] sint =0 et In(1 4 x) T . onen déduit : In(1 + sint) I~ sin £ v L.
t—
En revanche, on ne peut pas déduire directement de sin(t) ~ tetIn(l+x) ~ T que In(1 +sint) v In(1+1t), car

alors on compose a gauche les équivalents par x — In(1 + z).

— Propriété 15

Soient f,g: D — R deux fonctions telle que f(x) ~ g(x).

(1) Si g est de signe constant (> 0 ou < 0) au voisinage de a, alors f est de méme signe strict que g
au voisinage de a.

(2) Si g admet une limite finie ou infinie en @ alors f admet une limite en a et lim f(z) = lim g(x).
r—ra Tl

Preuve.

(1) On a j;g]) — 1, donc par définition de la limite, en posant € = % = 0, il existe r = 0 tel que ¥z €
T—sa

[a—r,a+r]ND, ‘ gg% - 1‘ < tetpourz€la—ra+r]ND, J{%ﬂ > 1, donc f(x) et g(x) ont méme signe

strict.

2) Supposons que g(x) — [. Pour tout x € D, on a f(x) = Hz) o g , donc g(x) — [ par opérations sur
pposons que g(x) — o) <9 g\r) = L par op

les limites.

O



III- Développements limités :

III-1) Généralités :

Approximation
LOCALE
au voisinage de 0

Nous cherchons dans ce paragraphe & approximer les fonctions par des fonctions
polynomiales au voisinage d’un point, généralement 0. Nous allons par exemple montrer

2 .3

que: e* =, 14+x+ x? + % +0(x3). Ce résultat signifie que la fonction polynomiale
X RN

de degré inférieur ou égal a 3 la plus proche de I'exponentielle au voisinage de 0 est la Ordre 0

2 3(3

fonction x — 1+ x + — + —.
2 6 s

Dans toute cette section :

e [ désignera un intervalle réel non vide et non réduit & un point, a un réel appartenant & T (= I U
{extrémité de I}), D désignera I ou I % {a} ;

o toutes les fonctions considérées seront définies sur D 4 valeurs dans K = R ou C.

Définition.
On dit que f: D — K admet un développement limité en a a l'ordre n € N (en abrégé DL, (a)) s'il
existe (ag,...,a,) € K" tel que

flx) =, a0+ ar(z—a)+---+ap(x—a)" +ol(z —a)").

Remarque. On distingue dans ce développement limité :

e sa partie réguliére, qui est la fonction polynomiale :

n
P.z)=ap+ai(z —a)+ - +ap(z—a)” = Zpk{::; — a)}".
k=0
e le reste o((xz — a)™), fonction négligeable devant (z — a)™ lorsque x — a, qui s’écrit aussi (r — a)"z,(r —a)
oll £, : D — K est telle que lim,_,qe(x) = 0.

Exemples.

|- 1,400 — R
T = z—z2 42 In(l + 2)
En effet, comme In(1+ ) — 0, on a 2% In(1 + z) = o(z?), ce qui permet d’écrire :
x—+0

¢ La fonction f: admet un développement limité 4 'ordre 3 en 0.

f(x) =z — 2 + 22 + o(z?).
— Propriété 16

Une fonction f admet, au voisinage de a € K, un développement limité & I'ordre n si et seulement si
. q .. . PP
la fonction h = f(a+ h) admet au voisinage de () un développement limité & I'ordre n. On a de plus

f(zx) = i ap(z — a.)*’ +o((zx—a)') <= gh)=fla+h) o i aph® + o(h,k)
k=0 =0




Exemple. Calculons le DL3(2) de f(x) -
1 1 1
[+ = o = 3152

On pose h = x — 2. On a alors
fle) =
calculé précédemment pour obtenir finalement

2 3
h v % + o(hﬁ))

On utilise alors le DL en 0 de la fonction « —
‘,1“(524—.?;}—l 1— =
) 2 4
92 933
(=27 @D 2.
16

8

(z —2)

et done :
1
flz) = 7 1

Propriété 17 (Unicité d'un DL)
Si f admet un développement limité a I'ordre n en a, celui-ci est unique

T

Zka(J —a)* + of(x — a)") avec

Zu,;»(.r—a} +o((x —a)
(J_

Preuve. Par l'absurde, supposons que f(x) =

(!‘I.ﬂ... !‘.I.n) 7£ (bn, vy
Ona f(xr) - Z ar(x —a)* =o((x —a)") et f(x) - Z bi(x — a)F
k=0 k=0
= f(@) = fl@) =D _(ar — bi)(x — a)* + o((x — a)")
k=0
)"7) o Op —

En divisant par (x — a)?
= (ap = bp) + (x—a) D (ar = be)(x = a)* " 4 o
k=p+1

a
b,,). Soit p le plus petit enher tel qne by, # a,. Alors, pour tout 0<k<p onaa,—b,=0.
a)™). Ainsi, pour tout x # a :

by

Dot ap, = by, ce qui constitue une contradiction

— Propriété 18 (Troncature d'un DL)
Supposons que f admette un développement limité & l'ordre n en a
+ap(z—a)" +o((z —a)?).

Alors pour tout p € [|0, n|],
le développement limité a l'ordre p
ag+ ay(x—a)+ +ap(x —a)’ +o((z — a)?)

f(.l"} z—a

flz) = ag+a(z—a)+
xr @
admet un développement limité a 'ordre p en a obtenue en tronquant

n

k=0

n

Preuve. Si f admet un développement limité a 'ordre n en a dont la partie réguliere est = +— Z ap(r — a)}‘

z—a)")

E ap(z — a)* + o((z

n

alors, pour tout p < n, on a
P
((x—a)") =) ak(z —a)f
k=0 k=p+1
((z—a)r)

= Eak(:r: —a)*+o

k=0



Propriété 19

Si f est paire (resp. impaire) et admet un développement limité & 'ordre n en 0, ce développement
limité ne contient que des termes pairs (resp. impairs).

Preuve. Supposons par exemple f paire, et notons
flx) =ap+a1z+ -+ a,z™ + o(z™)
son développement limité en 0. On a alors
flz) = f(—z) =ap+ar(—x) + - + an(—2)" + o(z")

car une fonction négligeable devant (—z)" l'est aussi devant z™. Par unicité du DL, ap = (—1)¥a, pour tout
k € [|0,n]]. On a donc pour tout k impair, a, = —ay, donc ay = 0. O

— Propriété 20
Supposons que f admette un développement limité a l'ordre n en a de partie réguliére non nulle :
fHz)=ay+a(z—a)+..+a,(x—a)" +o((lx—a)").

Alors en notant p le plus petit entier tel que a, # 0, ona: f(z) ~ ap(x —a)?
Il

Preuve. Comme pour k € [|0,p — 1|], ax =0, on a f(z) = ay,(z — a)? + -+ + an(z — a)™ + 04(x — )™, puis

T a a
/@) =14 2t (.’J‘)—ﬂ,)-i-"'-Fi(;l‘—(}.)ﬂ_])+(J((;I.?—(}.Jﬂ_3)) — 1.
ap(x — a)p ap ap T—a
O
Remarque. f est donc du méme signe strict que le premier terme non nul de son DL au voisinage de a.
I11-2) Formule de Taylor-Young :
On commence par un lemme simple avant la version plus générale.

- -
Théoréeme (Lemme de primitivation des développements limités) Soient I un intervalle, g € @(I,R), a € I et
neN.Si: g'(x) = 0((x—a)”), alors :  g(x) = gla)+ 0((x —a)"“).

xX—a x—=a
¥ «Constante de primitivation »
p. A

Démonstration Pour tout x € [ \{a}, g est continue sur [a, x] (ou [x,a]) et dérivable sur ]a, x[ (ou Jx,a[),
g —g(@) _
x—a
Jx,a[). Ce procédé nous fournit une fonction c : I\{a} — R telle que pour tout x €1\ {a} o e,—al <|x—al.
g(x)—g(a) g'(cy) g'(cy) n
(x —a)+! (x—a)*| |(ex—a)
e

—0
x—a

donc d’aprés le théoréme des accroissements finis : g'(c,) pour un certain ¢, € Ja,x[ (ou

¢, —a

— 0. Il

xX—=a

Par encadrement : limc, =a, donc:
X—=d

X—a
|
=1



Théoréme (Primitivation des développements limités) Soient I un intervalle, f € 2(I,R) et a € 1. Si f’ posséde un

T
développement limité i I'ordre n au voisinage dea: f'(x) = Z a;(x —a)+ 0([x —a)") avec ag, .. .,ad, € R, alors
X=da k=0 )

41
f posséde un développement limité a 'ordre n+1 au voisinage de a : f(x) = f(a)+z ay, +o(x—a)™*?).

k 1

« Constante de primitivation » ——

On peut donc TOUJOURS primitiver terme a terme le développement limité d’une dérivée !

. . . o (x—a)**!
D trat La f t 8 — — _
émonstra 10rr1] a fonction x — f(x)—f (a) kzio a 1

x = f(x)— 2 ak(x—a)k. Orici: g'(x) = o((x —a)"), donc: g(x) = g(a]+o((x—a}”+l) d’aprés

le lemme, et c’est exactement le résultat voulu. |

est dérivable sur I et sa dérivée est la fonction

n k 2 3 4 n
Exemple PourtoutneN*: In(l+x) = —1 jc_lx—+o x") = x—x—+x——x—+...+ -1 rl_1x—+0 x™).
p ( )M;( YAz ro(x") = x—F - (1) =+ o(x")

—1

Zx +0(x” 1) alors : 1+x ’Hosz:,( l)kxk+0(x"_ ) apres

composition par x — —x. Primitivons : ln(l + x} = Z( 1) X (x”) sachantque: Inl1=0 et
que pour toutk € Z : (=1 =(—1)<L.

Démonstration Puisque :

1—x A"O

Théoréme (Formule de Taylor-Young) Soient I un intervalle, n € N, f € ¢"(I,R) et a € I. Alors f posséde un

(k)
développement limité a 'ordre n au voisinage de a. Précisément : f(x) = Z f kl(a) (x—a) + o((x — a)“).
x—a |

Ce résultat est avant tout un théoréme d’EXISTENCE de développements limités. Sur cette question, nous disposons a
présent de deux équivalences et d'une IMPLICATION (seulement) :

s ™
Continuité <= Existence d'un développement limité a l'ordre O

Dérivabilité <= Existence d'un développement limité a ordre 1

Classe ¥" = Existence d'un développement limité a I'ordre n

a
Démonstration Par récurrence —aurangn: Yfe < "(I,R), f(x ) Z = ( ) (x—a)+ 0((x —a)" )

Initialisation : Nous savons déja que pour toute fonction f : I — R continue :  f(x) = f(a)+o(1).

Hérédité : Soit n € N. On suppose la proposition vraie au rang n. Soit f € €¥™!(I,R). La fonction f’ est de
classe %" sur I, donc par hypothése de récurrence :

n ek
() (a) k f
) :QZT(X—C[) +o((x—a) Z
k=0
Le théoréme de primitivation des développements limités montre aussitét le résultat souhaité :

(k+1) _ (k+1)
e = f(a)+2f @ G o J““)—f(a)+zf () (x ) 4o x—a)*)

(k+1)
( ) (x —a}k + G((x —a)").

k+1 (k+1)!
"'H' fk ntl s (k)
=/ ”Zf (x—a)f +o(x—a)™) = Zf @ (x—a)* +o(x —a)*). o
n K 2 3 4 "
Exemple PourtoutneN: e = 3 —+o0(x") = 1+x+—+= 42—+ . +—+0(x").
x—rD k! r—=0 2 6 24 nl



I11-3) Opérations sur les D.L.. :
Remarque. On l'a dit, la formule de Taylor-Young est difficile & appliquer en pratique pour obtenir un DL,
car elle impose de calculer les dérivées successives de la fonction. On présente dans cette section des résultats
permettant d’obtenir des DL & partir de DL connus :

e par intégration de DL ;

e par opérations (combinaison linéaire, produits,...) sur les DL.

Combinaison linéaire, produit

— Propriété 24

Supposons que f et g admettent des développements limités & 'ordre n en 0 :
f(@) =, Pu@)+o@") et g(z) = Qulz)+o(a").
(1) Pour tout A, € K, Af + pg a un développement limité & l'ordre n en 0 :

(A +19)(@) = (\Pa + Q) (x) + o(a™).

(2) Le produit fg a un développement limité a l'ordre n en 0 :
(f9)(@) =, Tu(PQ)(x) +o(z")

ot T,,(PQ) désigne la troncature a 'ordre n du polynéme PQ).

Preuve.

(1) Ona:
(A +19)(2) = (P +1Qu)(x) + ofa”).

Clest le DL,,(0) de Af + pug car AP, + p@),, est une fonction polynomiale de degré < n.
(2) On a par produit des développements limités :
flz)g(x) = (Pn(z) 4+ o(z™)) (Qn(z) + o(z™)) = Po(z)Qn(z) + o(z™)

car P, (z)o(x™) + Qn(z)o(x™) + o(x™)o(z™) est négligeable devant =™ en 0.

On sait que P,(2)Q,(z) = T, (P.Qn)(x) + :r”+lH“(J:} on R, est une fonction polynomiale. On en déduit
que P, (2)Qn(z) = T.,(Pa@y)(x) + o(z™) et done :

F@)g(@) = Tu(PaQn)(z) +o(a")

4

qui est le DL, (0) de fg car T,,(P,Q,) est une fonction polynomiale de degré < n.

Exemple.

4 Calculons le DL3(0) de x + cosxsinx :

) x? 5 x3 2 3 2 2 4, 4
cosxsine = [ 1— 5 +o(z°) | = —+o(x") ]| =20 - — — ) +o(z”) =z — ?i" + o(x”).



et

4 Calculons le DL3(0) de la fonction f:x | '
-z

1 2 3 3 x z?  of 3
——=1l4z+z°4+2°+0(z°) e e =1+r+4+—+—+o0(z").
1—=z 2 6
D’on par produit :
; 2
flz) = (1 +z+ 2%+ 2%+ o(?)) (1 Bty ? +o{x3)) ;
1)

ce qui donne, en développant et en simplifiant :

flz)y=14+(z+=2)+ (§+$2+x2) + o(z?)

5 8
=1+2zx+ 51;1:2 + §3:3 +o(z*)

Composition

— Propriété 25

Sif:1— Jet g:.J— K ont des développements limités en (0 & l'ordre n :
f(-r) = Pn(’]') + 0(.’};"—) : y(_}g) = Qn(f}l) a8 f)(.’]',‘“)?

si lin}j flx) =0, alors la composée g o f a un développement limité a l'ordre n en 0 :
I—

go f(z) = Tn(Qn o Po)(x) + o(z").

Preuve. Puisque lin}]f(;rr) =0, on peut factoriser dans le DL de fen 0 :
T—

f(z) = Pu(z) + o(z™) == (Pn_l(:;-:) + o(:r:”_l)) :

On substitue dans go f(x) = Z ar(F(x)F + (f(x))"eq(f(x)) le DL de f :

k=0
g0 f(@) = 3 au(Pul@) + 0(a™)* + 2™ (Paci () + oz )"y (£ (2)).
k=0

On regarde & présent chaque terme de cette expression :

e (P.(x)+o(z™)* : en développant par la formule du binéme, on a un terme en (P, (x))* et tous les autres
termes contiennent o(x™) et sont négligeables devant x™. Ainsi, on a :

(Pa(@) + o(a™)k = (Pu(2))* +ofa").
o 2" (P,_q1(z) +o(z" 1))"ey(f(2)) : on a il_l’}l’:_’(Pn_l(T) + o(z™ 1)) ey (f(x)) = 0, donc :
2" (Paca (&) + 0(@™ )", ((2)) = ofa™).

Finalement, on obtient que :

go f(z) =Y q(Pu(2))* + 0o(z™) = Qn o Pu(x) + o(z™).
k=0
Et comme P,(z)Qn(z) = Th.(P,Qn)(x) + 2" T R, (x) ol R, est une fonction polynomiale, on en déduit que

1,
Po(2)Qn(z) = Tu(Pa@n) () + o{z") et done :
go f(z) = Tn(Qn o Po)(z) + o(z™).

C’est bien le DL, (0) de fg car 15, (FPnQn) est une fonction polynomiale de degré < n. |



Exemple. Déterminons le DL4(0) de z +— f(z) = (1 + z)".
Pour tout z € I, f(z) = e*(142) ayec lin}] z1n(1 4 x) = 0. On utilise la composition des DL.
r—3

Le développement limité a 'ordre 4 de & +— zIn(1 + =) s’écrit :

2 2 3
=ufx)

2 .3 23
xin(1 4+ x) ?x(x— o %+o($3)) =2?% - 'r—+£—+o(;r4).

On a u(z)? = 2% + o(z?), u(z)® = o(2*). 1l suffit donc de faire le DL(0) de I'exponentielle :
u?
e“=14+u+ 5 + o(u?)

On obtient en substituant :

Quotient de DL

Propriété 26

Soient f,g: D — K.
Si f et g ont des développements limités & 'ordre n en 0 et si ¢ admet une limite finie non nulle en
0, alors f/g admet un développement limité & 'ordre n en 0.

Preuve. Puisque lim g(z) = [ # 0, il existe un intervalle .J contenant 0 et inclus dans I sur lequel g ne s’annule
x—+l)

pas sur D .J, et la fonction f/g, définie sur DN .J.
Ecrivons g() = (1 + u(z)) (ot u(z) = @ On a alors :

1

Puisque lin}_}u(x} = 0 et que u admet un DL, (0) (car c’est le cas pour g), on en déduit que = T()
T u(x

admet un DL, (0) par composition des DL, (0) de x " : et de z +> u(z). On obtient ainsi le DL, (0) de

+
f/g en multipliant le DL, (0) ainsi obtenu avec celui de f. |

1 : ;
» Pour faire le DL en 0 d’un quotient x ﬁ avec li(l)ng # 0, on se raménera toujours (comme dans la
gz

preuve précédente) @ un développement limité d’une fonction de la forme :

T S avec  u(x) = 0.

Exemples.
4 Déterminons le DL5(0) de tan.

cin o P

Pour obtenir le DL3(0) de f, il faut donc le DL4(0) de i ce qui nécessite un DLo(0) du numérateur et
du dénominateur de h. Cela nécessite donc un DLs(0) de x + e¢* — 1 — x (on a factorisé par x?) et un
DL3(0) de x + In(1 + z) (on a factorisé par z).

On a u(z)? = JI + o(2?), u(x)? = o(z*). D’ou en substituant :

4 1

g? 2P = 72 al 5
tanx = r— — G PR M A - %
ana (r ] + + oz )) ( + 5 24+ 1 + o(x ))

z® 2P 5 2?2 5zt 5
= (J;—?J—i—ﬁ)—i—o(x )) (1+?+§+0(J,‘ ))
x\’: [~

e P o, B o T B OE 25
SIS gt T g




Remarque. Si g tend vers 0, il est encore possible que la fonction i possede un développement limité
et g admettent des DL, (0) de formes normalisées : /

f(x) =2 (ap, + ap, 17+ ... + g, 2™ 7P 4 oz 7PL))

glx) =™ (bp2 +bp, 1+ A D™ TP 4 0(3:“2_732))

avec ap, , by, # 0, alors le quotient s’écrit :

flx) R +ap, 41T+ o A, TP 4 o™ TP
g(z) bpy 4 bpy12 + o+ by, a2 TP 4 o2 P2)
-

=h(z)

-

csif

Comme b, 0, la proposition précédente, assure que la fonction h posséde un développement limité. De plus,
P2 {

E'Lpl

le terme constant du développement limité de la fonction h vaut
h
P2

done est non nul. Par suite = admet un
g

développement limité si et seulement si p; — pa € IN, ¢’est & dire ps < py, et son ordre est min(n; — py,na — pa).

e —1—=x

Exemple. Déterminer, s'il existe, le DL3(0) de la fonction 2+ ————.
In(1+ x)

e Prédiction de l'ordre des DL a choisir (au brouillon) :

] 3 4 201 T z2 2

@) ef—l-a HF4+F+Hp+. 7 (§+ﬁ+_ )_Tx 3T E+ 5t
2 El - ] — ks T

In(l+z) ot H+p+. w(l+z+F4+.) L+ 3+ 5+

=h(z)

Pour obtenir le DL3(0) de f, il faut donc le DL3(0) de h ce qui nécessite un DL5(0) du numérateur et
du dénominateur de h. Cela nécessite donc un DL4(0) de z +— e — 1 — z (on a factorisé par z2) et un

DL3(0) de 2+ In(1 + ) (on a factorisé par z).

e Rédaction :

2 g3t A 3wl
ef —l—x="__+_4+_" +ozx et In(l4+z)=2—-—"4+"_ 4oz
2+ﬁ+24 ( ) (+ } 2 +3 (

ou sous forme normalisée :

1 = a2 x  x?
i it | EE ToE Efalat et In(l+z2)=z(1-=4+ " + o(z?
(2+6+24 ( }) ( ) 2 3+( )
On obtient I'écriture suivante :
1 z 22 1
flx)=zx =+ 2+ +0o(z?) ) x 5
2 6 24 ] :}:+.1:+(2)
—Z 4+ 4olr
2 3
='L|!.(.Il)
Comime on a :
2
u(x)? = A o(x?),
on obtient : 5
1 1 T :
+ o(z?)




=

Pour obtenir le développement limité de f cherché, il reste a calculer le produit :
F@) = (L4240 fo@)) x (14522 4 o)
ST\ 2 24 2 ﬁ

iy
6
=x(1+( ) ( 32+f+T2)+0{x2))
24 12" 24

I11-4) Applications des D.L. :

4.1 Recherche de limites et d’équivalents

Rappel. Supposons que f admette un développement limité & l'ordre n en a de partie réguliere non nulle. On
écrit sa forme normalisée :

flz) = (z—a)P(ap+ apt1(z —a) + ... + an_p(z — a)" P 4+ o((x — a)"7P).

Alorson a : f(x) ~ ap(r—a)?
T—a

Exemple.

sin(2x) — sh(2z)
(2z — sinz — tanxz)?’

# Déterminons un équivalent au voisinage de 0 de
Cherchons un équivalent du numérateur :
4 4
sin(2z) = 2z — E:}:S +o(z?) et sh(2z)=2r+ Er}:g + o(z?)

3 .
ce qui donne : sin(2x) — sh(2z) ~ —43:1:“.

[

Cherchons un équivalent du dénominateur.

1 1 -
2z —sinz — tanz = 2z — (:}: - E;r:‘q‘ -+ O(T")) — (;r + i:}:“ + o(:}:s))
] .

= l.a 3 1 5
= —E.r +o(z”) —{—,).;-,
On en déduit par produit et quotient d’équivalents :
sin(2z) — sh(2x) —323 96

(22 — sinx tanx)? (_1,};3)2 s

4.2 Etude locale d’une fonction

Rappel. Si f admet un DL (a), f est dérivable en a et la courbe représentative de f admet une tangente en
a.

» Pour déterminer la position relative de la courbe représentative d’une fonction f par rapport G sa tangente,
on cherche un équivalent de x — f(z) — fla) — (x —a)f'(a) en a en effectuant un DL de [ :

flx) — fa) — f'(a)(x — a) ~ ap(r —a)?  avec a, € R" et pe N\ {0,1}.

Alors x v+ f(z) = f(a) — ['(a)(z — a) est du signe de a,(x — a)P au voisinage de a :

e sip est pair, f(z) — f(a) — f'(a)(z — a) est de signe constant au veisinage de a. La courbe est au-dessus
ou en-dessous de sa tangente en a (suivant le signe de a,,).

e sip est impair, f(x)— f(a) — f'(a)(z — a) change de signe en a. La courbe traverse sa tangente en a. On
parle de point d’inﬁemon



Remarque. Dans le cas d'un point eritique a, ¢’est & dire si f'(a) = 0, cette étude nous dit si on a un extremum
local (si n pair) ou non (si n est impair).

Exemple. Soit f: x> €2IZ=L  f admet le DL3(0) suivant :

L 4 3
f(.’]',) = §T + ﬂ.}: + OQ(.’]', )
Ainsi f est dérivable en 0, et f'(0) = —5. Comme f(z) + El!:;-,‘ ~ 2141' qui change de signe en 0, la courbe
T

représentative de [ traverse sa tangent.e en 0. Ainsi f admet un point d’inflexion en 0.

4.3 Application a I’étude d’asymptotes obliques

Définition.

Soit f : I — R définie au voisinage de £oo. On dit que f possede un DL, (£00) si la fonction g : u — f(1/u)
possede un DL, (0).

Exemple. Calculons le DLy(o0) de f: x> Ll

1
On pose u = 1. Alors g(u) = T = 14+u+u?+o(u?) et on en déduit le DLy(o0) de f :

— 1 u—0
1 1 1
J@), = 142+ +o():

Définition.

Soit f : I = R. On dit que f admet une asymptote oblique en 0o s'il existe (a,b) € R? tel que f(z)—ax—b
tende vers 0 en £o00.

» Soit f: I — R telle que f(z) — =£oo. On souhaile préciser son comportement en +oo, en étudiant
r—+oo

Pexistence éventuelle d'une asymptote oblique et sa position relative par rapport a Cy. Pour cela, on procédera
comme suil :

e On effectue un DLs(+0o0) de @ ;

Hel o ap + (;—l + f—z + o(1/2%).

T T—r+oo
o En multipliant par x, il vient f(z) = apzr + a1 + 2 ¢ o(l/x). La courbe admet alors la droite
T—+oa x
y = agx + a; pour asymptote oblique en +oo.

a
e La position de la courbe de [ par rapport d Uasymptote oblique est donnée par le signe de ?2 (sias =0,

on augmente lordre du DL jusqu’a trouver un coefficient non nul).

Exemple. Soit f: x4/ % Déterminons 'asymptote éventuelle de [ en +oc.

On pose u = é et on étudie @ =uf(u™l) =
effectue le DL(0) de u

recherche 'asymptote en 400, donc 0 < u < 1). On

\/I—'u :

2
+ op(u?).

Donc on obtient f(z) =z + % + % +040o(z7h). La droite y = = + % est asymptote & la courbe et le graphe de

[ est au-dessus de 'asymptote au voisinage de +oc (car f(x) — = — % ~ 2 >0).
r—+o0



DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS

Les formules du tableau qui suit doivent étre connues PAR CCEUR sans délai et sans la moindre hésitation.

Pour les fonctions paires, les développements limités sont donnés a 'ordre 2n pour tout n € N, mais par exemple, puisque
vous connaissez un développement limité de la fonction cosinus au voisinage de 0 aux ordres 0, 2, 4, 6. .., bien siir que vous en

x—

. T A . . X \ .
connaissez un a l'ordre 3, il suffit de tronquer au bon endroit: cosx = 1—?+0(x3). Notez bien que ce développement

x .
est PLUS FIN que le développement & 'ordre 2: cosx = 1— > + o(xz). Sur le développement & 'ordre 3, on ne voit

X =
pas de terme d’ordre 3 mais ce n'est qu'une impression, IL Y A UN TERME D’ORDRE 3, avec un coefficient 0. A l'ordre 2, c’est
différent, on ne voit pas de terme d'ordre 3 parce qu'un tel terme est réellement INVISIBLE a ce niveau de précision.

lix J\_iokgoxk+D(,7c“)):.01+x+x2+...+x"+0()c“)

In(1 + x) =, kZ:E (—l}kfl%k + o(x“) S %2 + 2—3 — xT“ 4.+ (=D J;—n + o(x”)
exxf0§§+o(x")xfol+x+x;+§+§+...+§+o(x”)

(1+x)* Xful+ax+ a{az—l) X2+ a(a—lé{a—?.) P a(a—l)(a—i)!...(a—n+1) x" +o(x")
sinx ang(—l)k% +o(x2“+1) =X —% + 1)(:290 +...+ (—l)“%+o(x2”“)

cosx = g{—l)k % +0(x2“) = 1— x2_2 + % + ...+ (=1)" (;:;1 + o(xz")

Arctan x J:)O;{—l)k ;:Tll +o(x2"*1) X );—3 + %D - x77 +.o (=1 2:1211 +o(x*1)

t = +x3+ (x?)
anxx:ox ? ol X

n AL A ~ - P



