Chapitre 4 : Dérivabilité
I- Nombre dérivé, fonction dérivée, opérations :

I-1) Définitions :

Définition (Dérivabilité en un point ou sur une partie de R) Soit f : D — C une fonction.

e Soit a € D. On dit que f est dérivable en a si la limite :  lim w
x—a X —a
est alors appelée le nombre dérivé de f en a et notée f’(a).

EXISTE ET EST FINIE. Cette limite

e On dit que f est dérivable sur D si f est dérivable en tout point de D. La fonction x — f’(x) est alors appelée
la dérivée de f.

On note 2(D,K) I'ensemble des fonctions dérivables sur D a valeurs dans K.

Si on a choisi une fois pour toutes par convention de noter x la variable de f, le nombre dérivé de f en a peut étre aussi

df

noté — (a) — méme chose avec n'importe quel symbole autre que x.

Définition (Tangente) Soient f : D — R une fonction et a € D.
e Si f est dérivable en a, la droite d’équation : y = f(a)+ f’(a)(x —a) est appelée la tangente de f en a.

i L6 —f (@

X—a X—da

e Si: ==+00, ladroite d'équation: x=a estappelée la tangente de f en a.

On fait tendre b vers a.

La corde reliant

(a,f(a)) et (b, f(D))

La tangente de f ena

Théoreme (La dérivabilité implique la continuité) Soient f : D — R une fonction et a € D. Si f est dérivable en
a, alors f est continue en a.

¢ Attention ! La réciproque est totalement fausse, pensez a la fonction valeur absolue en 0. C’est contre-intuitif, mais
il existe méme des fonctions qui sont continues sur tout R mais dérivables en aucun point.

—f'(a)
o .0

L:f(a) x(x —a)+f(a) — f(a), donc
en effet f est continue en a. ro [ ]

Démonstration Puisque f est dérivable en a, alors:  f(x) =

Définition (Dérivabilité a gauche/a droite en un point, demi-tangente) Soient f : D — C une fonction et a € D
un point au voisinage duquel f est définie a gauche et a droite.

i )= F(@

e On dit que f est dérivable a gauche en a si f|Dr‘|]—oo o €St dérivable en g, i.e. si la limite :

X—a xX—a
existe et est finie. Cette limite est alors appelée le nombre dérivé a gauche de f en a et notée fg’(a).
. . o : s ST 9 e C))
e On dit que f est dérivable a droite en a si f‘m[ﬂ +oo[ €St dérivable en a, ie. sila limite :  lim ——————
» x—at xX—a

existe et est finie. Cette limite est alors appelée le nombre dérivé a droite de f en a et notée f(a).




Théoréme (Caractérisation de la dérivabilité a ’aide des dérivabilités a gauche/a droite) Soient f : D — C une
fonction et a € D un point au voisinage duquel f est définie a gauche et a droite.

f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable a gauche et a droite en a avec de plus:  f gf (a) = f{(a).

Ci-contre, f est dérivable & gauche et & droite en a, mais pasenacar: f g’ (a) # f(a). o .
Démonstration f (ai 77777 \l/j =f(x)
f est dérivable en a = X_‘a f(x) —f(a) existe et est finie | a
= )Ha w et x]LD; % existent, sont finies et égales
— f est dérivable a gauche et a droiteen a et:  f/(a) = f;(a). u

I-2) Opérations sur la dérivabilité :

Théoréme (Opérations sur la dérivabilité) Soient f : D — C et g : D — C deux fonctions et a € D. On suppose f
et g dérivables en a.

(i) Combinaison linéaire : Pour tous A, u €T, Af +ug estdérivable ena et: (Af +ug)(a)=Af(a)+ug'(a).

(ii) Produit : fg est dérivable enaet: (fg)'(a)=f"(a)gla)+ f(a)g'(a).
S(a)gla)—fla)g’ (a)
g(a)?
Soient f : D —+ E et g : E— C deux fonctions et a € D. On suppose f dérivable en a et g dérivable en f(a).

(iii) Quotient: Si: gla)#0, '!E— est dérivable en a et : (g) (a)=

(iv) Composition : go f est dérivable enaet: (gof)(a)=f'(a)g'(f(a)).

b -

Démonstration Pour les assertions (ii) et (iii), remarquons que : ]1m glx)=gl(a) carla dérivabilité de g
en a implique sa continuité, et de méme : lim f(x) = f{a) pour lasscmon (iv).
X=
(i) La fonction Af + g est dérivable en a avec:  (Af +pug)(a)=2Af(a)+pg'(a) car:
(Af +pg)lx)—(Af +pglla) _a flx)—f(a) N g(x)—gla)
a

X—a X—a X =

—> Af'(a) + pg'(a).

(i) La fonction f g est dérivable en a avec: (fg)(a)= f'(a)g(a) + f(a)g'(a) car par produir :

U -Ua) _ [0S @) 1 S8R ey g
(iii) Supposons: g(a)# 0. La fonction l est alors dérivable en a avec : ( ) (a)= (a) car :
g 3(ay

1 1
07 9 1 sw-s@ @

x—a T gl0g(a) x—a x=a  gla)?’
2(y)—z(f(a) £ @)
(iv) Pourtouty € E,posons: T(y)= ¥—fla) y#fla Par dérivabilité de g en f(a) :

g'(fla) si: y=f(a)
Jim <()=g/(f(@), erpourtoutx €E: 7(f(0)(f(x)~f(a) =gof (x)-gof(@) —ycompris
SOf(x)-S"f(ﬂ) flx)— f{ﬂ) U( }] :;ff(ﬂ}gf{f(a))‘ -

pour x =a — donc :
x—da X —




Théoréme (Dérivabilité d’'une réciproque) Soient I un intervalle et f € %(1, B) bijective de I sur J = f(I).
Si f' NE S'ANNULE PAS SUR [, alors f " est dérivable sur J er: (£~

- fief-1 ’
. p=f"'x) y=x
® Attention ! y=f Y=
Lhypothése selon laquelle f' ne s’annule pas S
= i .
est essentielle ! N / . Ry A =fx)
Tangente VERTICALE, e
A -
donc f ' n'est pas dérivable. 1S~
- ,’._/ ————— Tangente HORIZONTALE,
A f' s'annule.

Démonstration Soit b e J.

+ Comme f est continue et bijective, f~! est continue en b:  lim f 7 (y)=F"'(b) &.
y—+h

f)—F(7'(®) :
- s . -1 . " — ! =] * LT
Or f est dérivable en f~1(b) x_al}n}rb] ~—F100) 1 f U (b)} donc aprés passage a l'inverse
— par hypothése ' ne s'annule pas : J__rlJi‘n}“]J f(;; :;{f{j)(b)} = f’{f _1]“]]] .
: R 0 e e ) F)-F ) 1
P Composonsenfindecd: I TS R F0) ST @) FT®)

I-3) Dérivées usuelles :

Le tableau de gauche est un résumé des principales formules a connaitre, x est une variable. Le tableau de droite est
celui des compositions (voir paragraphe suivant), u représente une fonction x — u(x).

Fonction Dérivée Fonction Dérivée
x" nx™! (ne®) u" vt (neZ)
1 1 1 _u
x2 u u?
11 1 u
VX P Vu 37
x® ax® ! (aeR) u® au'u®! (aeR)
ex ex eu u-’el!
Inx 1 Inu =
cos x —sinx cosu —u’sinu
sin x cosx sinu u’ cosu
tanx | l+tan’x = - tanu | u/(1+tan’u) = 2o




II- Dérivées successives, fonctions de classe C" :

Définition (Dérivées successives) Soit f : D — C une fonction.
On commence par poser :  f(© = f.  Ensuite, pour tout k € N, 81 on a réussi a définir f® sur D au cours des étapes

précédentes, et s1 f*) est dérivable sur D, on pose :  f*+) = ()Y’

Pour tout k € N, si la fonction f*) est bien définie, dite dérivée k™ de f, on dit que f est k fois dérivable sur D. On note
généralement £, ', f” et £ plutét que f9, f1) @ et £ respectivement.

N J

Si on a choisi une fois pour toutes par convention de noter x la variable de f, la dérivée k*™¢ de f peut étre aussi notée
d‘f . .
oF méme chose avec n'importe quel symbole autre que x.
X

'S ™
Définition (Fonction de classe ¢*) Soit f : D — C une fonction.
e Pour tout k €N, on dit que f est de classe €% sur D si f est k fois dérivable sur D et si f ) est continue sur D.
On note ¢*(D, K) 'ensemble des fonctions de classe €* sur D i valeurs dans K.
e On dit que f est de classe 6 °° sur D si f est dérivable autant de fois qu’on le veut sur D.

On note € °°(D, K) I'ensemble des fonctions de classe % °° sur D a valeurs dans K.

* Attention ! Etre de classe %", ce nest pas étre « dérivable et continue » — puisquon est toujours continu quand on
est dérivable — mais étre « dérivable a dérivée continue ».

Sur la figure ci-dessous, chaque fleche décrit une implication.

s e, )
Continuité
= Classe ¢°
- J

R IS ~ TR ~ e ~
o . Dérivabilité 1 o
Classe % s+ —=  Classe % — T Classe ¢ —— Dérivabilité¢ ——
i - o A J o ~/ i A

Propriété 7

Soient n € N, (f,g) € (C"(I,R))* et (A\.u) € R2. Alors Af + pug € C*(I,R) et (Af + pug)™ =
A g,

Preuve. On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) : Si f et g sont C", alors Af + pg est C™* et
(Af + pg)™ = A0 4 g™

Pour n =0, on a vu dans le chapitre précédent que P(0) est vraie.

Soit n € N tel que P(n) est vraie. Supposons f et g de classe C"*1. Alors f et g sont C", done par hypothése
de récurrence, Af + pug est C™ et (Af + pg)"™ = Af™ + g™, Comme £ et g™ sont C! (car f et g C"*1),
(Af + pg)™ est dérivable (comme combinaison linéaire de fonctions qui le sont) de dérivée (Af + pug) "+t =
MY 4 gt continue. Ainsi Af + g est C" ! et on a P(n + 1).

Conclusion : ¥n € N, P(n) est vraie. |



Formule de Leibniz :

— Propriété 8 (Formule de Leibniz)

Soient n € N, f, g: I — R de classe C™ sur I. Alors fg est de classe C" sur I et on a :

[fg)(n} — i (Z')f(k)g(n—kj.

k=0

Preuve. On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) : Si f et g sont C™ sur I , alors fg est C™* sur
T

Let (fg)" = 3 (1) g,

k=0

0
Si f et g sont continues sur I, alors fg est continue sur I et > G:) fR)glo=k) — (3) fO¢O = fg = (fg) @,
k=0
donc on a P(0).

k
k
(i) Aurangk : «Vf,g€€*(D,C), fge€ (,C) et (fg)¥ =Z( )f“’)g““’J

—o \P

p=0
Hérédité : On suppose le résultat vrai au rang k. Soient f, g € €**1(D,C). Aussitét :  f,g € ¥'(D,C),
donc: fge €Y (D,C) et: (fg) =f'g+fg. Or: f'gfg € 6"D,C) par hypothése de
récurrence, donc: (fg) € 4%(D,C), ie: fge <% (D,C). Ensuite:

k k k k
rot ) =(e)” =(re)" + (r2) 2 X (D)ot + > (5)roentn =33 F)romgtn+ > (5)roger

p=0 p=0
k+1 k i k+1
k _ k _ Formul k+1 _ k+1 _
:Z( Jf(p)g(k p+1)+Z( )f(p)g(k ) Formule fg(k+1}+z( )f(p)g(kﬂ D) 4 plrDg :Z( )f(p)g(kﬂ P
= pP— = el de Pascal S = = P S =’ p= P

p=0 p=k+1

— Propriété 9

Soient f et g: I — R de classe C™. Si g ne s’annule pas, alors % est C™ sur 1.

— Propriété 10

Soient f: I — Ret g:.J — R deux fonetions C" sur I telles que f(I) C J. Alors (go f) est de classe
C™ sur 1.

— Propriété 11

Soit f : I — J bijective, de classe C™ sur I et telle que f' ne s’annule pas. Alors f~! est de classe
C" sur J.




II1- Propriétés des fonctions dérivables :

IT1-1) Extremum local :

Définition.
Soit f: I — R une fonction.

e On dit que f admet une maximum local en a, s'il existe un réel n > 0 tel que la fonction f|1n(a—y.a1n)
admette un maximum en a, i.e :

Veelna—na+n], flz)<fla)

e On dit que f admet une minimum local en a, s'il existe un réel n > 0 (eta) tel que la fonction
Jirnja—n.a4y) admette un minimum en a, i.e :

Yeeln[a—mna+n], fla)< flz)

e On dit que f admet un extremum local en a, si f admet un maximum ou un minimum local en a.

T b [ admet ici des extrema locaux (et
a ~— non globaux) en a et b.

Propriété 12 (Condition nécessaire d’extrémum)

Soit f : I — IR une fonction dérivable. Si f admet un extremum local en un point a intérieure a [
(i.e. @ € I et a n'est pas une extrémité de I), alors f'(a)=0.

Preuve. Quitte a changer f en —f, on suppose que f admet en ¢ un maximum local. Il existe alors n > 0
tel que Vo € [a —n,a+ 5] N1, f(x) < f(a). Comme a n'est pas une extrémité de I, il existe v > 0 tel que
[@ — v,a+v] C I. Posons § = min(n, v) > 0. Ainsi, pour tout = € [a — d,a + 3], f(z) < f(a).

Pour tout z € [a — 4, al, w > 0 (car f(z) — f(a) < 0 et x —a < 0), donc en passant a la limite quand
x — a” (comme f est dérivable en a), f'(a) = fi(a) = 0.

De méme, pour tout z €la,a + 4], w < 0 (car f(x) — f(a) <0 et x —a > 0), donc en passant a la limite
quand z — a™, f'(a) = fi(a) < 0.

Ainsi, f'(a) = 0. O


=0.


Remarques.

¢ La condition f'(a) = 0 n’implique pas qu’il y ait un extremum local en a.

Par exemple, la fonction f : x € R+ 2 satisfait f'(0) = 0, mais f n’admet pas d’extremum local en (.
¢ L’hypothése a intérieur & I est essentielle : par exemple, la fonction f: x € [0,1] — [0,1] est dérivable sur
[0,1] et a son minimum en () et son maximum en 1, mais f'(0) = /(1) =1 # 0.
» Pour déterminer les extrema d’une fonction f, on procédera comme suit :

e on étudie les extrema en les points intérieurs a I : on résout l'équation f'(z) = 0, puis on vérifie si les
points obtenus correspondent ou non @ des extrema locauz (avec le tableau de variations de f par exemple).

e on étudie si les extrémités de I (si elles appartiennent d I) correspondent ou non a des extrema locauz de

f.

I11-2) Théoréme de Rolle :

Théoréeme (Théoréme de Rolle) Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b], dérivable sur Ja, b[ pour
laquelle :  f(a) = f(b). Il existe un réel ¢ € ]a, b[ pour lequel :  f’(c)=0.

Chaque hypotheése du théoréme a son importance.

13 A,
@ T - L
=fm | N/ | f(a) f@ T -
- o e - f@t~"
| | =f) [ ] , =f) ] l , :
a b ' a b " a b ' a b
Situation standard Si on enléve la dérivabilité Si on enléve la continuité, Si: f(a)# f(b),
du théoréme de Rolle. méme en un point, méme sur les bords, c’est toujours la cata.
rien ne va plus. c’est encore pire.

Démonstration Continue sur le SEGMENT [a, b], f y est bornée et possede un minimum m et un maximum M
d’'apres le théoréme des bornes atteintes.

e Si: f(a)=f(b)#M, alorscomme f atteint ses bornes: f(c)=M pour un certain ¢ € ]a, b[. Par
hypotheése, ¢ n'est alors pas une borne de [a, b], donc: f'(c)=0 dapres le théoréeme précédent.

e Si: f(a)=f(b)#m, méme raisonnement.

e Dernier casenfin: f(a)=f(b)=m=M. Dans ce cas, f est constante de valeur M = m sur tout [a, b]
par définition de m et M, donc f” est nulle sur tout [a, b] ! [ |

Théoréme (Théoréme des accroissements finis) Soit f :[a, b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[.

f(b;:_Z(ﬂ), ol encore : f(b)_f(a)zf’((:)(b—a),

Il existe un réel ¢ € Ja, b[ pour lequel :  f'(c) =

Le théoréme des accroissements finis généralise le théoréme de Rolle. La morale de l'histoire ?

g ™
| SI J’Al DES INFORMATIONS SUR f’, J’EN AI AUSSI SUR f. |
\ J
Typiquement, toute majoration/minoration de f' peut étre convertie en une majoration/minoration sur f.
. . ) b)=f(a
Démonstration Notons d la fonction affine x — w (x —a)+ f(a) et
—a

¢ la fonction f — d. Cette fonction ¢ est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et :
w(a) = @(b) =0. Le théoréme de Rolle affirme donc que ¢’(c) = 0 pour un certain

OS@ _ g, .
—a

¢ € la, b[, ou encore :




I11-3) Sens de variations et dérivabilité :

— Propriété 15

Soit f: I — R une fonction dérivable sur un intervalle [.
(1) f est constante sur I si et seulement si f est nulle sur 1.

(2) f est croissante (resp. décroissante) sur [ si et seulement si f’ est positive (resp. négative) sur
I.

Preuve.

(1) = Immédiat.

< Supposons que f' =0 sur I, et soir x,y € I, x < y. D’apreés le théoréme des accroissements finis entre
z et y (f étant continue sur [z, y] et dérivable sur |z, y[ car dérivable sur I), il existe ¢ €]z, y[ tel que
fly) = fx) = f'(e)(y — x) = 0. Donc f(z) = f(y).
(2) On traite le cas f croissante (I'autre cas s’en déduit en remplacant f par — f).
f(z) = fla)

T—a
obtient, par passage a la limite dans les inégalités, que f'(a) = 0 pour tout a € I.

= Soit a € I. Alors, pour tout & € I, avec = # a, on a > (). En faisant tendre x vers a, on

< Supposons [’ & valeurs positives. Soit (z,y) € I? avec x < y. Par le théoréme des accroissements
finis (f étant continue sur [z,y] et dérivable sur |z, y[ car dérivable sur I), il existe ¢ €]z, y[ tel que
fly) = flx) = f'le)(ly—x) = 0car f'(e) 20et y—x > 0. Ainsi f(y) = f(z) et f est croissante.

O

Propriété 16

Soit f: 1 — R une fonction dérivable sur un intervalle I.
Si f' est strictement positive (resp. strictement négative), sauf éventuellement en un nombre fini de
points de I ol f’' s’annule, alors f est strictement croissante (resp. strictement décroissante).

Preuve. Par l'absurde, si f n'est pas strictement croissante, alors il existe ¢ < d, ¢, d € I, tels que f(e) = f(d).
Comme f est croissante, on a donc f. 4 constante et alors f "est nulle sur le segment [c, d]. C’est en contradiction
avec I'hypothése de départ, donc f est strictement croissante. (I

I11-4) Inégalité des accroissements finis :

— Propriété 18 (Inégalité des accroissements finis)

Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable sur Ja, b[.

1. S’il existe (m, M) € R? tel que pour tout = €la,b[, m < f'(z) < M, alors m(b — a) <

f(b) = fla) < M(b—a).
2. S'il existe M > 0 tel que pour tout z €]a,b[, |f'(z)| < M, alors |f(b) — f(a)| < M(b— a).




Fonctions lipschitziennes

Rappel. Soit f: 1 — Ret k> 0. On dit que f est k-lipschitzienne (ou lipschitzienne de rapport k) sur I si :

V(z,y) € I, [f(z) = f(y)| < klz - y].

Propriété 19

Soit f : I — R une fonction dérivable sur 1. Si f’ est bornée sur I par une constante M > 0, alors
f est M lipschitzienne sur /.

Preuve. Il suffit d’appliquer 'inégalité des accroissements finis sur tout segment [z,y] : |f(x)— f(y)| < M|z—y].

O

I11-5) Regle de I’Hospital :

Corollaire 4 (Regle de I'Hospital).

Soient f, g : I — R deux fonctions dérivables et soit x, € I. On suppose que
o flxo) =g(xg)=0,
- Vxel\{x} g(x)#0.

Si

!
im f(x) =¢ (eR) alors lim —==1¢(.
£ g/(x) £ g(x)

Démonstration. Fixons a €1\ {xp} avec par exemple a < xg. Soit h : I — R définie par h(x) = g(a)f (x) — f (a)g(x).
Alors

 h est continue sur [a,x,] C I,

« h est dérivable sur ]a, xg[,

o h(xy,)=h(a)=0.
Donc par le théoréme de Rolle il existe ¢, €la, x,[ tel que h'(c,) = 0. Or h'(x) = gla)f'(x) — f(a)g’(x) donc
g(a)f'(c.)— f(a)g’(c,) = 0. Comme g’ ne s'annule pas sur I \ {x,} cela conduit & % = %. Comme a < ¢, < X
lorsque I'on fait tendre a vers x, on obtient ¢, — x;. Cela implique

flay .. flle) _ .. flled)

lim = lim = lim
abx g(a) | aovo glcy) ok g/(c,)









