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TD5 — Déterminants
Exercice 1. Calculer le déterminant des matrices suivantes.
1A__2—5 1 0 6 01 2 3
U —2f 5. E:=(3 4 15]|. g g|! 230
- 11 5 6 21 T2 3 0 1)
23::(_8 5) 1 0 -1 301 2
6. F:=|2 3 5
3..c:=(1/;1 z) 4 1 3 0110
1 1 1 9. ] 1 001
o D7 14 7.G=|2 -1 -1|. 111 o0 1)
I U RO -4 5 6 1 110

Exercice 2. Dans R? muni de sa base canonique %, on considere les vecteurs u; :=(1,1,1), up :=(1,2,3) et
usz = (1,4, m).

1. Calculer detg (uy, uy, u3).

2. En déduire pour quels valeurs de m la famille (i, uy, u3) est une base de R3.

Exercice 3. Soit m € R et soit la matrice :

1 m? 1
Am)=[m? 1 1
1 1 m

1. Calculer det A(m) sous forme d'un polynéme m factorisé.
2. Pour quelles valeurs de m les vecteurs (1, m2,1), (m?,1,1) et (1,1, m) forment-ils une base de R3?

3. Al'aide de la formule de la comatrice, calculer I'inverse de A(m) lorsqu'il existe.

Exercice 4. Soient a, b, c,d € R et soit :

a a a a
a b b b
M_abcc
a b ¢ d

1. Alaide d’opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes de M, calculer det(M). On donnera le
résultat sous la forme d'un produit de formes linéaires en a, b, ¢, d.

2. En déduire pour quelles valeurs de a, b, ¢, d la matrices M n’est pas inversible.

Exercice 5. Soit x € R et soient les déterminants :

X 1.. ....... 1

v 1 x 1 1 .
Dz(x):=’1 x‘, D3(x):={1 x 1|, Dp(x):=|1- " " 1L
1 1 x : o1

1-.--..:1 “x

1. Calculer D,(x) et D3(x) et donner le résultat sous forme d'un polynéme en x factorisé.
2. Faire de méme avec D, (x).

Indication : effectuer l'opération élémentaire Ly — ) ; L;.



Exercice 6. Soient A € /. (K), B € My -1 ([K) et D € 4, (K). On considere la la matrice par blocs :

-(3f3)

Iy | O A| B
1. MontrerqueM:( (;CD)X( Oln—k).

2. En déduire que det(M) = det(A) x det(D).

A| B
3. Soit C € M ,—i 1 (K), on considere a présent la matrice M = (7‘7)

a. On suppose que A est inversible. Montrer que :

I | o A[B) (A] B
(—CA‘IIn_k)X(CD)_(O—CA‘lB+D)'

b. En déduire que si A et C commutent, alors det(M’) = det(AD — CB).
c. Cette formule est-elle encore vraie si A et C ne commutent pas?

Exercice 7. Soit n>2 et ay,...,a, € C. On appelle déterminant de Vandermonde le déterminant suivant :

al a2 e an

a? a: - a?

Vu(ag,..., a,) =det(M), M= 1 2 n
n-1 n-1 . n-1

ay a; ay

1. Calculer Vs (a g, as).
2. Montrer que s'il existe i # j tels que a; = «j, alors Vy(ay,...,a,) =0.
3. On suppose que les a; sont tous distincts.
a. Montrer que les lignes de la matrice M sont linéairement indépendantes.
Indication : soient Ay,...,A, € C tels que ALy +---+ A,L, = Ocr oit L; est la i-ieme ligne de M,
étudier le polynome P(X) = A X4+ 10X+ 1.
b. En déduire que Yke{1,...,n}, Vi(ay,...,ar) #0.

c. Soit f(x) := Vy(ay,...,@,—1,x). Montrer que f est une fonction polynomiale de degré n—1, de
coefficient dominant V,,_; (ay,...,@,—1).

d. Montrer que ay,...,a,—1 sont les racines de f, et en déduire que :

n—-1

Va(ay,...,an) = Vaor (@, ap-1) [ (@n — ag).
k=1

e. En déduire 'expression de Vs(a1, a2, as).
f. Quelle est I'expression générale de V,(ay,...,a,)?



