Algebre 2

TECH Préing 1

2024 -2025

TD4 - Calcul matriciel

Exercice 1. Dans chaque cas, dire si les produits AB et BA existent, et les calculer le cas échéant.

1 0 0 O
1. A::(; i _11) etB::(Z 1]. 3. A::(;)etB:: 1 -1].
0 1 0 1
1 2 1 0 1 0 1 1 1 -1
2. A::(3 4)et =12 1 4, A=|1 2 -1|etB:=]0 1 2 1.
0 1 31 0 -1 -2 0

Exercice 2. On considere les matrices A:= (%) et B:= (}1). Calculer AB, BA, (A— B)? et A>-2AB + B.
Que remarquez-vous ?

Exercice 3. On considere . (R) 'ensemble des matrices 2 x 2 symétriques réelles, et < (R) 'ensemble des
matrices 2 x 2 antisymétriques réelles :

AR ={Ac LR |'A=4}, bR :={Act®R)|A=-A}.

Vérifier que % (R) et o, (R) sont des sous-espaces vectoriels de .45 (R).
Déterminer une base de 4 (R) et de o/, (R), et en déduire leurs dimensions.

Déterminer % (R) N </ (R), et en déduire que % (R) et de > (R) sont supplémentaires dans .4 (R).

ow b=

En déduire que toute matrice M € .4, (R) s’écrit de maniére unique comme la somme d’'une matrice
symétrique S et d'une matrice antisymétrique A, et déterminer 1’'expression de S et A en fonction de
M et ‘M.

Exercice 4. Soient A et B les matrices :

1 -2 3 4 -2 5
A=(4 1 1], B=|-9 5 -11].
1 2 =2 -7 4 -9

1. Vérifier que B est I'inverse de A.

2. En déduire que le systeme suivant posséde une unique solution et la calculer :

X—2y+3z=3

4x+ y+ z=4

X+2y—-2z=5.
01 1
Exercice 5. Soit A:=|1 0 1]|.
1 1 0

1. Calculer A? et vérifier que A% = A+213.

2. En déduire que A est inversible et exprimer A~! en fonction de A.
Exercice 6. Vérifier que pour toute matrice A = (? Z) € M>r(C),ona:
A’ —(a+d)A+(ad-bo) L, = 0,.

En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les nombres a, b, ¢, d pour que A soit inversible, et
déterminer I'expression de A™! dans ce cas.



Exercice 7. Soit A:= |4

1. Soient X = (Jyzc) ez 1R etY = (g) € 3,1 (R). Résoudre le systeme linéaire AX =Y. En déduire que A
est inversible et déterminer I'inverse de A.

2. Recalculer I'inverse de A en utilisant la méthode de Gauss—Jordan.

Exercice 8. Calculer I'inverse des matrices suivantes, s'il existe.

1 0 1 2 01 1 1 0
1. A= 2 -1 1. 3. C=|-1 1 1}. 5. E=|0 1 1|.
-1 1 -1 1 01 1 -1 0
1 1 1 1
1 1 -1 3 2 -1 -1 -
6. F:= ol 1 !
2.B=12 0 1| 4. D=2 0 1 1 -1 1 -1
2 1 -1 -2 2 1 1 -1 -1 -1
1 -2 2 1
. : -4 3 4 2 . . -1
Exercice 9. Soit A := 3 _3 4 7| Démontrer que A est inversible et calculer A™".
-1 5 0 -4
2 -1 0 1 1 1
Exercice 10. Soient les matrices A:==|-2 1 -2]etP:=]1 0 -1].
1 1 3 -1 -1 0

1. Montrer que P est inversible et calculer P!

2. Calculer D:= P~ AP et vérifier que D est une matrice diagonale.

3. Démontrer par récurrence que YneN, D" = P~ A"P,

4. Calculer D" pour tout n € N, et en déduire I'’expression de A" pour tout n € N.
3

1
Exercice 11. Soit A:=|0 3
0 0 3

0
2.

Ecrire A=3I3+ N avec N une matrice triangulaire supérieure stricte 2 déterminer.
Calculer N2, N3 et N? pour tout p > 3.
En déduire A pour tout p € N.

oW b=

Application : soient (xX;) nen, (Vn)nen €t (zn) nen trois suites telles que xo =1, yop =2, zp=7 et :

Xp+1=3Xp+ Yn
VnelN, Yn+1 =3Yn +22zy

Zp+1 = 32zp.

Xn
On pose X, == (szn)
a. Vérifier que X, = AX,, pour tout neN.
b. Démontrer par récurrence que VneN, X, = A" Xy.
c. En déduire I'expression de x,, y, et z, en fonction de n.



