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TD2 - Espaces vectoriels

1 Sous-espaces vectoriels

Exercice 1. Tracer les sous-ensembles de R? suivants, puis déterminer ceux qui sont stables par addition,
ceux qui sont stables par multiplication par un scalaire, et ceux qui sont des sous-espaces vectoriels de R?.

1. A:={(x,y) eR?*|x+2y=0}. 5. E=={(x,y) eR?|y = x?}.

2. B:=={(x,y) eR*|x+2y=1}. 6. F:={(x,y) eR*|x*+ y* =0}.
3. C:=72 7. G={(x,y) eR*| x>+ y* =1},
4. D:={(x,y) eR*||x| =yl}. 8. H:={(x,y)eR?*|x=0et y=0}.

Exercice 2. Parmi les ensembles suivants, déterminer lesquels sont des sous-espaces vectoriels de R.

1. A={(x,y,2) eR*|x+4y—z=0}. 4. D:=={@2A, A, 1) : 1eR}.
2. B=={(x,y,2) eR3|x+4y-z=3}. 5. E:={(x,),2) €R*|x+4z=0et x+ y+z=0}.
3. C:={(x,y,2) €R3|2z =3y}. 6. F:={(x,y,2) €R®|x+4z=00ux+y+z=0}

Exercice 3. Soit E un K-espace vectoriel et soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
1. Montrer que F N G est un sous-espace vectoriel de E.
2. L'ensemble F° est-il un sous-espace vectoriel de E?

3. Montrer que F U G est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si F< G ou Gc F.

Exercice 4. Parmi les ensembles suivants, déterminer lesquels sont des sous-espaces vectoriels de R[X].

1. A=={PeR[X]|P'(X)=2}. 4. D:={PeR[X]|degP =n} ou neN.
2. B:={PeR[X]|P(X) = XP'(X) + P(0)}. 5. E:={PeR[X]|degP < n} ouneN.
3. C:={PeR[X]|X*+1 divise P}. 6. F:={PeR[X]|PoQ=QoP}ou Q(X):=X>

Exercice 5. Parmi les ensembles suivants, établir lesquels sont des sous-espaces vectoriels de 1'espace des
applications de R dans R.

— _ 1
L A={fe FRB|f1) =0} 5. E:= {fe%O(R,R)U f(x)dx:O}.
2. B={feZFRR|f(0)=1}. 0
3. C:={f e ZR,B)| f(0)f(1) = O}. 6. Fi={fe €' RR)|f +2f =0}

4. D:={f e F®R,R) | f est bijective}.

Exercice 6. Dans I'espace vectoriel des suites réelles, déterminer si les ensembles suivants sont des sous-
espaces vectoriels.

1. A:={(un)nen € RN | () nen converge}. 4. D:={(un)nen € RY| (un) nen est arithmétique}.
2. B:={(up)pen € RV | (tn) ner diverge}. 5. E:={(tn)nen € RV | (tn) nerv est géométrique}.
3. C:={(un)nen € RY| (Un) nen est croissante}. 6. F:={(un)nen € RV | (un) nen est stationnaire}.

Rappel : une suite (u,) nen est stationnaire sidce R, AngeN, Vn = ng, u, = c.



2 Familles libres/liées

Exercice 7. On se place dans I'espace vectoriel R3.
1. Ecrire si possible le vecteur v comme combinaison linéaire des vecteurs uy, u, u3 :
a. vi=01,-2,5), u;:=01,1,1), up:=(2,-1,1) et uz :=(1,2,3).
b. v:=(2,-5,3), uy:=(1,-3,2), us := (2,—4,—1) et usz := (1,-5,7).
2. Pour quelle(s) valeur(s) de k le vecteur u := (1,-2, k) est-il combinaison linéaire de v := (3,0,-2) et
w:=2,-1,-5)2
Exercice 8. Dans R*, soient les vecteurs u:=(—1,1,1,0) et v:= (0,0,1,1).
1. Montrer que u et v sont linéairement indépendants.
2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les réels x, y, z, t pour que (x, y, z, t) € Vect(u, v).
3. En déduire des équations cartésiennes du plan engendré par u et v.
Exercice 9. Les vecteurs de R* suivants sont-ils linéairement indépendants? Donner les relations de dé-
pendance linéaire le cas échéant.
1. 1:=(3,0,1,-2), e2:=(1,5,0,-1), e3:=(7,5,2,1).
e1=(,1,1,1),e:=(1,1,1,-1),e3:=(1,1,-1,1), e :=(1,-1,1,1).
e =(0,0,1,0), e; :=(0,0,0,1), e3:=(1,0,0,0), e4 :=(0,1,0,0).
e1:=2,-1,3,1),e,:=(1,1,1,1), e3:=(4,1,5,3), e :=(1,-2,2,0).
e1:=01,2,3,4),e:=(1,1,1,3), e3:=(2,1,1,1), e, := (-1,0,—-1,2), e5:= (2,3,0,1).

CANE S\

Exercice 10. Soit (u1, uy, u3) une famille libre d'un espace vectoriel E. Soient vy, v2 et v3 les vecteurs :
vy :=2uy + uy +3us, Up = U — Uy — U3, V3= Uy +2uy + us.
Montrer que la famille (v;, vy, v3) est libre.

Exercice 11. Soient Pj,...,P, € K[X] des polyndmes dont les degrés sont deux a deux distincts (c.-a-d.
Vi,jefl,...,n}, i # j = degP; # degP;). Montrer que la famille (Py,..., Py) est libre.

3 Bases et dimension

Exercice 12. Pour chaque famille de vecteurs, déterminer s'il s’agit d'une base de R>.

1. A:=((1,3,1),(1,3,0) 3. C:=((1,0,1),(0,1,1),(2,1,3))

2. B:=((1,-1,0),(0,1,1),(1,1,1),(0,0,1)) 4. D:=((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1))
Exercice 13. Sachant que dans chaque cas, la famille A est génératrice de R* et la famille B est libre, com-
pléter la famille B avec des vecteurs de la famille A pour former une base de R*.

1. A:==((1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1),(0,1,0,1)) et B:=((1,0,2,3),(0,1,-2,-3)).

2. A:=((1,0,0,0),(0,0,1,0),(5,1,11,0),(—4,0,—6,1)) et B:=((1,0,1,0),(0,2,0,3)).
Exercice 14. En utilisant des opérations élémentaires sur les vecteurs, donner une base et la dimension de
Vect(A), Vect(B) et Vect(C).

1. A:={(1,0,1,-1),(3,-2,3,5),(2,-1,2,2),(5,-2,5,3)}.

2. B:={(1,0,1,2,-1),(0,1,-2,1,3),(2,1,0,5,1),(1,-1,3,1,-4)}.

3. C:={(1,2,0,1,0),(2,4,1,4,3),(1,2,2,5,-2),(-1,-2,3,5,4)}.

Exercice 15. Soient les sous-espaces vectoriels de R? :
E:= {(x,y,z,t)EIR4|y+z+t:0}, F:= {(x,y,z,t)€[R4|x+y:0etz:0}.

Déterminer des basesde E, Fet ENF.



Exercice 16. Dans R*, soit F:= Vect(u, v, w) ot u:= (1,1,-1,1), v:=(0,2,-1,2) et w:= (-2,-3,1,-1), et soit
H le sous-espace vectoriel :
H:={(x,y,z, 1) eR*|2x - y+4z+3t=0}.

1. Montrer que u, v et w sont linéairement indépendants.

2. Montrer que H est un hyperplan de R*.

3. Montrer que F = H.
Exercice 17. Soient les polynémes P;(X) :=1-X, P»(X):=1-X?, P3(X):= X3 - X?+ X, P4(X):= X3+ X +1
et P5(X) == X3.

1. Sans calcul, dire si la famille (P;, Py, P3, P4, P5) est libre ou liée.

2. Montrer que (P1, P», P3, P4) est une base de R3[X].

3. Déterminer les coordonnées de P5 dans cette base.

Exercice 18. Soit n € N et soit a € K. Montrer que la famille (1, X —a, (X —a)?,...,(X — @)") est une base de
Kn[X], et déterminer les coordonnées de tout polynéme P € K,[X] dans cette base.

Exercice 19. Soit E := RN I'espace vectoriel des suites réelles et soit F 'ensemble :
F={(un)nen € EIVNEN, Upsz = Up+1 +6Uy}.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
Soient a,, := (-2)" et b, := 3". Montrer que (a;)nen et (by) nen sont des vecteurs de F.

Montrer que (ay)nen €t (by) nen forment une famille libre.

oW =

Lobjectif de cette question est de montrer que les suites (a,),en €t (by) nen forment une famille gé-
nératrice de F. Fixons une suite (#;)en € F. Pour A, 4 € R, on considére la suite (v,),en définie pour
tout n €N par :

Vp = Aan + uby,.

a. Expliquer pourquoi (v,)pen € F.

b. Montrer qu’il existe des valeurs de A et u pour lesquelles vy = 1y et v; = u;.

c. Pour ces valeurs de A et y, démontrer par récurrence double que : VreN, v, = u,.
d. En déduire que (a,)nen €t (by) nen forment une famille génératrice de F.

5. Quelle est la dimension de F?

6. Déterminer une suite (1) ey € F telle que ug = 0 et u; = 3. Cette suite est-elle unique?

4 Sommes de sous-espaces

Exercice 20. Dans R®, on considere F := {(x,y,2) € R*|2x - y + z =0} et G := Vect(v) ol v:=(-1,1,0).
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R® et déterminer une base de F.

2. Montrer que F& G = R3,

Exercice 21. Dans R*, on considére les sous-espaces vectoriels :
F={xyz0eR |x+y=0etz+r=0}, G={xyz0eR |x-y=0etz—r=0}

1. Déterminer les dimensions de F et de G.
2. Déterminer FNG.
3. En déduire que F + G = R*.

Exercice 22. Dans R3, soient F le plan d’équation x+y+ z=0 et G le plan d’équation x+2y+3z =0.
1. Montrer que F + G = R5.

2. Sans déterminer F N G, justifier si F et G sont supplémentaires dans R3.



Exercice 23. Dans R?, soit F le plan vectoriel dirigé par u; := (2,3,0,1) et up := (—1,2,1,-2) et soit G le plan
vectoriel dirigé par v; := (4,-1,-2,5) et v2 :=(1,0,0,0).

1. Déterminer une base de F + G.

2. La somme est-elle directe?

Exercice 24. Soit E := €°([0,1],R) 'espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1]. Soit F le sous-espace

vectoriel : .
F::{fEE f f(x)dx:O},
0

et soit G le sous-espace vectoriel des fonctions constantes.

1. Vérifier que F et G sont bien des sous-espaces vectoriels de E.

2. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.
Exercice 25. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soient F, G et H des sous-espaces vectoriels
de E.

1. Montrer que (FNG)+(FNn H)c Fn(G+ H).

2. A-t-on l'inclusion contraire en général ?

3. Montrer que :

dim(F + G+ H) = dim(F) + dim(G) + dim(H) —dim(F n G) —dim(F n H) —dim(Gn H) + dim(F n G N H).
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