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Mesure & intégration
TDS5 — Produit de mesures

*Théoréme de Fubini-Tonelli - Rappel 1.
Soient u; et yp deux mesures o-finies. Si f:Q; x Qp — [0,+00] est I1 ® I»-mesurable, alors les
fonctions ¢ et y définies respectivement sur Q; et Q, par

w:lefQ f(x1,x2) dpo (x2) et w:szfQ f(x1,x2) dpy (x1)

sont mesurables. et

f(f f(xbxz)d,u2(x2))dﬂ1(x1)
Q0 Q)

f (f f(x1,x2)d (xl)) du (x2).
Q, \JQ,

| rau
Q1 xQy

EXERCICE1 Soit® =[1,2] x [0,2] et f : R — R définie par f (x,y) = yexp (xy).
1. Justifier que le calcul de I = f f(x,y) dxdy est possible.
R

2. Montrerque I = —e” —e“ + —.
2 2
EXERCICE 2 Sur R? muni de la tribu borélienne et de la mesure u produit des mesures de Lebesgue, on

consideére la fonction définie pour tout (x, y) € Ri par f(x,y) = m

1. Peut-on appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli pour évaluer I = f . f(x, y)dxdy? justifier.
R+

2. Mont f fepdx=T—
. Montrer que xylax= - :
R, 2 yy(1+y)
2
3. Montrer que [ = B
21 +00 1
4. Montrer que fﬂh flx,ydy= xznfxl) eten déduirefo xIZI(—X)l dx.

*Théoréme de Fubini - Rappel 2.

Soient y; et up deux mesures o-finies. Si f: Q; x Q; — R est u-intégrable, alors

1. Pour presque tout x; € Q;, la fonction x» — f(x1, x2) est intégrable sur Q, et la fonction ¢
définie presque partout sur Q; par

<P1x1HfQ f(x1,x2) dto (x2)
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est y;-intégrable sur Q;.

2. Pour presque tout x, € Qp, la fonction x; — f(x;,x2) est intégrable sur Q, et la fonction ¥

définie presque partout sur 2, par

w:szfQ f(x1,x2) dpy (1)

est (p-intégrable sur Q.

3.
f fdp
Q1 xQyp

f U f(x1,x2) dp (Xz)) duy (x1)
Ql Qz

f(f f(xl,xz)d,ul(xl))dﬂz(XZ)-
Q, \JO;

EXERCICE 3 On considere sur ([0,1],98([0,1])) la mesure de Lebesgue A et la mesure de dénombrement

Ua. Soit D un sous-ensemble de [0, 1]2 défini par

D={(x,x);xe[o,1]2}.

1. Vérifier que la fonction 1p est borélienne.

1 1 1 1
(fo lD(x,y)dx)dud(y)eth (fo ID(x,y)d,ud(y))dx

Ce résultat est-il compatible avec le théoréme de Fubini ?

2. Calculer f
0

EXERCICE 4 Calculer les intégrales

I = fol (folﬁdx)dy,

1 1 2_ 32
;= (f x_yzdy)dx,
0 0 (x*+)?)

K = f _yld xdy.
0,12 x2+y

Expliquer ces résultats.
EXERCICE 5 On considére la fonction f définiesur]—1,1 [2 par
Xy .
— si (x,y)#(0,0)
f,y={ (x2+y?)
0 sinon.

1. Vérifier que f est borélienne.

1/ pl 1 pl
2. Calculer I:f ([ f(x,y)dx) dy et]:f (f f(x,y)dy) dx
—1\J=1 -1\J-1
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3. f est-elleintégrablesur]-1,1 [22

EXERCICE 6 Sur R? muni de la tribu borélienne et de la mesure A ® A produit des mesures de Lebesgue.

On considere la fonction définie pour tout (x, y) € R? par
f(x,y)=eYsin(2xy).

Soit U = [0;1] x [0, +o0].

—

. Montrer que f est intégrable pour la mesure produit de Lebesgue sur U.

2. Peut-on appliquer le théoréme de Fubini pour évaluer I = f f(x,y)dxdy? Justifier.
U

In(5
. Montrer que[ f(x,y)dA@Az%.
U

w

+00 1
4. En déduire la valeur de I'intégrale f ; sin(y)e Ydy.
0
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