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Mesure & intégration
TD4 — Intégration de fonctions mesurables

*Fonction réelle intégrable — Rappel 1.
Une fonction f de Q) dans R est dite u-intégrable si f est (97, B(R))-mesurable et

ff*d,u<+ooet[f‘d,u<+oo.

EXERCICE 1 Soient (Q,7, ) et (R*, B(R"),1) deux espaces mesurés ol  est une mesure finie sur Q et
A la mesure de Lebesgue sur R*. On consideére I'application mesurable

f:(QT,u)— (RY, BR),A).

On suppose que[ fPdu < +oo.
Q
Soient A; ={x€Q, 0<f(x)<1}etA={xeQ, f(x)>1}.

1. Montrer que A; et A; sont deux ensembles mesurables, A} € I et A, € T .

\S)

. Montrer quef fdu < +oo.
Ay

w

. Montrer quef fdu < +oo.
Ay

4. Que peut-on déduire sur I'intégrabilité de f sur Q? Justifier.

*Théoréme de la convergence dominée — Rappel 2.
Soient (f,,) neny une suite de fonctions de £2(Q,9) et g € £1(Q, 9, ). On suppose que

* (fn)nen converge vers f u-p.p
* PourtoutneN, |f,| < g.

Alors
fe LY Q,T,w

Jim_ [ fdu= [ fau
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EXERCICE 2 Soit ( fn) neny Une suite de fonctions définie, pour tout entier n, par

n

VxeR, fnlx)= al
P T e x

n+2 g+ (x).

1. Déterminer la limite simple de la suite (f,) -

2. Pour tout entier n, on considere l'intégrale I, = f [frn(x)dx. Calculer la limite lirP I,.
R n—+oo

EXERCICE 3 Soit (), une suite de fonctions définie, pour n € N* par

(X n
VxeR, fn(x):sm(ﬁ)mlw (x).

1. Montrer que Vn €N, f, est mesurable.

2. Calculer lim f;.
n—+oo

3. Calculer, en justifiant, lim f fn(x)dA(x).
n—+oo R

EXERCICE 4 (Mesure définie par une densité) Soient (Q,Ff , ,u) un espace mesuré et f une fonction pos-
itive et (2,97 )-mesurable. On considere la fonction d’ensembles v définie par

VYAed, v(A) :f fdu:f 1afdp.
A Q
1. Montrer que v définit une mesure sur (2,.97). La fonction f s’appelle la densité de v par rapport a p.
2. Soitg:(Q,9) — (IR{,,% (IR)) une fonction mesurable et positive.
(a) Montrer que fg gdv= fogdp.
(b) En déduire que g est v-intégrable si et seulement si g f est p-intégrable.
3. Soitg: (Q,9) — ([R{, B ([R{)) une fonction mesurable de signe quelconque.

(a) gestv-intégrable siet seulement si g f est u-intégrable.

(b) Montrer que f gdv= f fgdu.
Q Q
+00
EXERCICE 5 Montrer que toute mesure sur R de densité f vérifiant f f(x)dx =1 est une mesure de
probabilité. -

EXERCICE 6 Soient (Q,ﬂ‘,u) un espace mesureé, (Q’,,Qi) un espace mesurable, et T: (Q,9) — (Q’,d)
une application mesurable. On considere la fonction d’ensembles pr définie par:

VBeof, ur(B) = u(T™ (B)) = uoT ' (B).

1. Montrer que ur définit une mesure sur (Q/,d ) ut s’appelle mesure image de p par T.
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2. Soit g: (Q/,af) — (R, % (R)) une fonction mesurable. Montrer que g est ur—intégrable si et seule-
ment si I'application mesurable goT est u—intégrable et que

f,gduFf goTdp.
Q Q

*Espace %P —Rappel 4.
Soit p € [1, +oo[. On dit que f est est de puissance p*®™¢-intégrable, et on note f € £ (Q, T, ), si f
est mesurable et | f|? est u-intégrable.

feLP(QT,u)e=feLQT) et f |f|” dp < +oo.
Q

Sifeffp(Q,sT,,u),Np(f)=(L|f|pdu);.
1

EXERCICE 7 Soit f une fonction réelle strictement positive. On suppose que f € £ (Q,J,pu) et ? €

P! (Q, 97, 1). Montrer que Q est fini.

EXERCICE 8 Soit (Q,f/‘ , ,u) un espace mesuré. On considere trois réels non nuls et positifs p, g et r tels
que

1 1 1

—t+—=-.

p q T
On suppose que f € £P(Q,T,u) etque g€ £L9(Q, T, ).
1. Montrer que N, (fg) < N, (f) Ny (g)-

2. Montrer que la fonction f g est r—intégrable.

*Fonction essentiellement bornée — Rappel 5.
Une fonction f de £(Q,9) est dite essentiellement bornée s'il existe r = 0 tel que | f| < r u-p.p.
On note £ (Q, 7, u) 'ensemble des fonctions essentiellement bornées de £(Q, ).

L2Q,T,u)={feZLQ,T), Ir=0 telque|f|<r p-p.p.}

et Noo(f) =inf{r=0 / |fl=r p-p.p}.

EXERCICE 9

1. Soit f € £ et g€ £°°. Montrer que fg est u-intégrable et que
N1 (f x 8 =Ni1(f) x Neo(8)-

2. Supposons que i(Q) < +oco et 1 < p; < po < +oo. Montrer que L®° c LP2 c LP c L.
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