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@ Intégration de fonctions mesurables réelles

© Espaces LP et LP

© Normes sur L? (p € [1, +o0)

e Espaces L™



Intégration de fonctions réelles
mesurables

On note £(€, T') I'ensemble des fonctions réelles mesurables (Cest un espace

vectoriel)

S(QT)={f: Q= R,f est— (T,B(R))-mesurables.}




Intégration de fonctions mesurables réelles

(o] Jelelele]

Intégrale de Lebesgue d'une fonction réelle mesurable

On note f* = sup(f,0) et f~ = sup(—f,0).

Une fonction p-intégrable

Une fonction f de © dans R est dite p-intégrable si
~ f est (T,B(R))-mesurable et

~ /f+d,u<+oo et /ffdu<+oo.

€

Intégrale d'une fonction réelle mesurable

Si f est p-intégrable. On appelle intégrale de f, notée /fdu ou / fdp ou
Q

/Qf(x)du(x) le nombre

/f+du — /ffdp.
Q Q

On note L£3(Q, T, i) (ou en abrégé £') I'ensemble des fonctions u-intégrables.

v
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Propriétés de I'intégrale de fonctions réelles




Intégration de fonctions mesurables réelles
[e]e]e] le]e]
* Propriétés.

Q SifeL(QT) onaléquivalence suivante

fel'(QT,u)— /|f\du< +o0.

Q SifcLYQT,p), alors

‘/fdu‘ S/If\du-

© Soient f € L(Q,T) et g€ LYQ, T, u). Si | f|<| g | pp.p alors

rec@Tm e [If1dus [Ig]dn

© Soit f € L(Q,T). Il existe une suite (¢n),cy dans £(Q,T) qui
converge simplement vers f sur Q. Si de plus, f est bornée, alors
(n) ,en converge uniformément vers f sur Q.

Démonstration. Voir Notes de cours.
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Intégration de fonctions mesurables réelles
0000e0

Soient f et g deux fonctions mesurables p-intégrables. o € R.

*Régles opératoires des intégrales de fonctions réelles mesurables

(2] / (af)dp = a/ fdp (Homogeénéité ).
Q Q
(2] /(f+g) du = / fd,u—!—/gd,u (Additivité).
Q Q Q
Q F<g= / fdu < / gdp (Croissance de l'intégrale).
Q Q
Q L£Y(Q, T, u) est un espace vectoriel réel.

SifeL'etsiNeET est u-négligeable alors

/fduzO et / fdu:/fdu.
N Q\N Q

Démonstration. Voir Notes de cours.
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Intégration de fonctions mesurables réelles
000008

Théoréme de la convergence dominée

Théoréme e

Soient (f,)nen une suite de fonctions de £(Q,7T) et g € £LY(Q, T, 11). On
suppose que

@ (fn)nen converge vers f p-p.p
@ Pour tout n €N, |f,| < g.

Alors
fell(QT,u

lim /f,,d,uz/fdu
n—+oo
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Espaces LFP



Espaces LP et LP
(o] lelele]

iéme

Soit p € [1, +o00[. On dit que f est est de puissance p'“"*-intégrable, et on note
feLP(Q,T,u),sif est mesurable et |f|? est p-intégrable.

FeLP(QT,n) e fel(@T) et /|f\”du<+oo.
Q

@ La fonction |f|? désigne la fonction x — (|f(x)|)” (ce n'est pas la
composeée. )
@ Pour p =1, on obtient les fonctions u-intégrables.

Pour p = 2, on obtient les fonctions de carré intégrables.

Q Sifel(QT)alors |fIP e L(Q,T).

L'espace LP (2, T, i) est un espace vectoriel. J
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Espace LP
:5 Notation

~» Onnote N ={f € L(Q,T), f=0 u-p.p}.
~ Pour f € L(Q,T)etge LIQ,T), f—-geNsFf=g upp.

N est un espace vectoriel réel et pour tout p € [1, +oo[, N C LP.



Espaces LP et LP
[e]ele] o]

L'espace LP(€2, T, 1) (ou en abrégé L) est |'espace vectoriel quotient de
LP(Q, T, u) par N. Cest I'ensemble des classes d'équivalence d'éléments de LP
par la relation f =g p— p.p.

Pour une fonction f € £”, on définit la classe d'équivalence de la fonction f par
felP(Q,T,u) telle que

fe LP(Q,T,;L)<:>F:{gELP(Q,T,u) tel que f—geN}.

S Remarque

Bien que ses éléments soient des classes d'équivalence des fonctions. On
a I'habitude de dire qu'un élément de LP(2, T, i) est une fonction, bien
que strictement il s’agisse d'une classe de fonctions.

@ Si N ={fo} alors L? = L”.

@ S'il existe dans (€2, 7, 1) un plus gros (au sens de I'inclusion) ensemble
u-négligeable N, le passage au quotient sera alors inutile.
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Normes sur LP (p € [1, +o0])



Normes sur LP (p € [1, +oo)
[ Jelele]

Notations

© Pour f € L(Q,T) et p € [1,+0o0], on note

N =/ f(x>|'°u(dx))‘1’ .

= N = [ 1P s ().
@ Pour f € LP et p € [1,400], on note

I1Fllo = No(£).

Remarque

Sif e L(Q,T) alors

f € LP 4 Np(f) < +oo. |
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Normes sur LP (p € [1, +oo)
[e] le]e}

Définition

. . . .1 1
Soient p et g dans [1,+o0[, on dit que p et g sont conjugués si ; + 6 =1.0n

dit alors que g est |'exposant conjugué de p (il est unique).
On convient que 1 et +00 sont conjugués.

.

Inégalité de Young

Soient a et b deux réels strictement positifs, p et g conjugués dans [1, +ool.

Alors ab < 1a’g + 1bq.
P q

Démonstration. Voir Notes de cours.

Inégalité de Holder

Soient p et g deux réels conjugués dans [1, +oo[. Soient f € LP et g € L7 alors

Ni(f x g) < Np(f) x Ng(g) et fxge Ll

Démonstration. Voir Notes de cours.
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Normes sur LP (p € [1, +oo)
[e]e] e}

Inégalité de Minkowski

Soient p dans [1,+oo[, f € LP et g € LP alors

[ No(f + &) < No(F) + Ny(g)- |

Théoréme

Pour p € [1,4+o0[, ||.||» est une norme sur LP.

L'application N : E — R, est une norme sur le R-espace vectoriel E si et seulement si
O N(x)=0<& x =0k
Q N(x+y) <NX) + N(y), V(x,y) € E%.
© N(ax) = |a|N(x), Va € R, Vx € E.
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Espaces L™



Espaces L™°
[ Jelele]

Fonction essentiellement bornée

Définition

Une fonction f de £(£2, T) est dite essentiellement bornée s'il existe r > 0 tel
que |f| < r p-p.p.

@ L'ensemble {x € Q, f(x) > r} est u-négligeable.

@ Exemple : Soit f : R — R la fonction définie pour tout x € R par

x si xeQ
f(x) =
1 si xeR\Q

La fonction f n’est pas bornée sur R, en revanche, elle est essentiellement
bornée (par la mesure de Lebesgue A) sur R car f < 1 A-p.p puisque

A{x €R, f(x) > 1}) < A(Q).
iy

Donc A ({x € R, f(x) >1})=0.
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Espaces L™°
[o] le]e}

On note L (2, T, u) I'ensemble des fonctions essentiellement bornées de
L(Q2,T).

L (Q,T,pu)={f € L(QT), Ir>0 tel que|f|<r p—p.p.}

Lorsqu’il n y a pas d’ambiguité, on notera £°°.

Propriétés

© L°° est un espace vectoriel réel.

Q N CL™.

Définitions

@ L= (Q, T, p) est I'espace vectoriel quotient de L (2, T, ) par N.
Q Sifer(QT)

Noo(f) =inf{r>0 / [f|<r p-p.p}

Q Si f € L™ alors ||f]leo = Noo(f).
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Espaces L™°
[e]e] o]

Conséquences

Sifel(QT)

\ feL®(Q,T) & Noo(f) < +oo. \

V

Théoréme

© Si f est essentiellement bornée sur € alors

Pour presque tout x € 2, |f(x)| < Noo(f)

© Si f est continue et essentiellement bornée sur 2 alors

Pour tout x € Q, |f(x)| < Noo(f)

Théoréme

© ||.||sc est une norme sur L.
© Inégalité de Holder : si f € £ et g € L™ alors fg est p-intégrable et
N1(f x g) < N1(f) X Noo(g)-
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Espaces L™°
[e]ele] ]

Relations entre les £

Si u(Q) < +ooetl<pr <pp <+oo alors

L2 cLPrcrhcrt.

Démonstration. Voir TD

gMise en garde.

x si x€eQ
Attention a la condition p(2) < +oc0. Sion reprend I'exemple f(x) =

1 si xeR\Q

@ A\(R) = 400,
@ feL™,

o [irtairc = [ 019N + /@ Flar = [ RCE
| —

=0 car Qest négligeable.

A(R\ Q) = +o0o donc f ¢ L.
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