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Fonction d’ensembles et mesures
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Fonction d'ensembles

Soit Q un ensemble non vide et 7 C P(f2). Une fonction
m: 7T — [0, +o0]

est appelée une fonction d’ensembles positive.

Une "mesure abstraite" est une fonction d’ensemble vérifiant certaines

propriétés. Une propriété que I'on exigera d'une telle fonction sera I'additivité
au sens suivant :

La o-additivité

Une fonction m : 7 — [0, +00] est o-additive si et seulement si pour toute
suite (As),cy dans 7 vérifiant |J A, € T et A,NA, =0 pour n # p,

neN
neN neN
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Fonction d’ensembles et mesures
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On appelle mesure positive une fonction d'ensemble positive, o-additive, définie
sur une tribu 7 et vérifiant m(@) = 0.

" .
'\@'Autrement dit,

si T est une tribu de parties de Q et si m : 7 — [0, +00], m est une
mesure positive sur T si et seulement si les conditions suivantes sont
vérifiées :

O m®) =0

Q (An)nen € TV avec A, N A, = ) pour n # p alors

m(|JAn)

neN

=> m(An).

neN

5/26



Exemples
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Exemples

Mesure de Dirac
Soit xo € Q. On pose :
1 si xo€ A

m(A) =
0 si xo¢ A

Si Q est muni d'une tribu 7, m est une mesure appelée mesure de Dirac
de masse 1 et concentrée au point xp et elle est notée d,.

Mesure de comptage
Soit m : P(Q2) — [0, +-00] définie par
card (A) si A est fini
m(A) =
+o0 si A est infini

@ m est une mesure.

@ m aura beaucoup d'intérét pour Q2 = N.
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Exemples
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Exemples

Mesure de Lebesgue sur R

Soit Q I'ensemble des unions finies d'intervalles semi-ouverts. Si
A= [21, bl[U[az, bz[U U [a,h bn[

avec a1 < by < a2 < by < --- < ap < by. On pose

n

m(A) =Y (b —a).

i=1

En prolongeant m a la plus petite tribu contenant Q, on obtient la mesure
de Lebesgue sur R, notée .

° A({x}) =0, VxeR.

o )\([a;, b,‘[) = )\(]a;, b,’[) = )\([a,-, b,‘]) = b,‘ — aj.




Conséquences de la o-additivité
[ Jele)

Propriétés : conséquences de la o-additivité

Soit Q un ensemble, 7 est une tribu de parties de Q et m une
mesure positive sur 7. On a alors les propriétés suivantes :
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Conséquences de la o-additivité
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* Propriétés.

Q@ (A,B) e T>. AC B=>m(A) < m(B).

H ~~ Démonstration — Voir TD 2.

@ A, €T pour tout n € N, alors m( U A,,) < Zm(An).
neN neN

H ~+ Démonstration — Voir TD 2.

© A, € T pourtout ne€ N, avec A, C Ap+1 Vn alors

m((JAs) = lim m(A,).

n—+o00
neN

H ~ Démonstration — Voir Notes de cours.

Q A, €T pour tout n € N, avec A, 1 C A, Vn et m(Ag) < +oo alors

m( ﬂ A,,) = lim m(A,).

n—+00
neN

|| ~ Démonstration — Voir Notes de cours.
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Conséquences de la o-additivité
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Remarques

Mise en garde.

~~ Dans la propriété 4. de la proposition précédente, on peut remplacer
I'hypothése
”m(Ao) < +OO”

par "il existe k € N tel que m(Ax) < 400",

~~ Si on ne met pas |'hypothése m(Ao) < +oo (ou il existe k € N tel que
m(Ax) < +00), la propriété 4. n'est plus valable.

Exemple : Prenons Q =N, 7 = P(N), m la mesure de comptage sur

N.

Soit A, ={n,n+1,...}, () A =0, donc m( N A,,) = 0. D'autre
neN neN

part m(A,) = +oo Vn € N, donc m( A,,) # limm(A,).

neN
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Ensembles négligeables

@ Les ensembles négligeables jouent un réle trés important dans la théorie
de la mesure et de |'intégration.

@ Les ensembles négligeables vont permettre d'exprimer le fait que certaines
propriétés ponctuelles (continuité, convergence simple, majoration,...)
n'ont pas lieu en tout point mais seulement "presque partout", c’est a
dire sur le complémentaire d'un ensemble négligeable.

@ |l s'avére techniquement nécessaire de ne pas restreindre la notion
d’'ensemble négligeable aux seuls sous-ensembles mesurables.




Ensembles négligeables
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Ensembles négligeables

Dans tout ce chapitre, Q désigne un ensemble quelconque non vide, 7 une
tribu de parties de Q et m une mesure positive sur 7. Le triplet (2,7, m) est

appelé un espace mesuré.

Définition

@ On dit qu'un ensemble N € T est m-négligeable si m(N) = 0.

@ On dit qu'une partie N de Q est m-négligeable s'il existe A € T tel que
N C Aet m(A) =0.
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Ensembles négligeables
[e]e] Telelelele]e]

Ensembles négligeables — Exemples

On considére |'espace mesuré (2,7, m) ot Q = {a; b; c}, a, b et ¢ des réels et

={92,0,{a, b},{c}}.

Cas ol m = o, est la mesure de Dirac concentrée en c.

~ Les parties mesurables de mesure nulle : §. (#) = 0, é. ({a, b}) = 0 car
c ¢ {a, b}.
~~ Les parties non mesurables négligeables :
O {a} C {a, b} et 6c ({a, b}) = 0 donc {a} est d.-négligeable.

O {b} C{a, b} et o ({a, b}) = 0 donc {b} est d.-négligeable.

Les ensembles d.-négligeables sont donc @, {a, b}, {a} et {b}.
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Ensembles négligeables
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Ensembles négligeables — Exemples

Cas o0l m = g est la mesure de comptage.

~ Les parties mesurables de mesure nulle : uq (¢) = 0.

~ Les parties non mesurables négligeables : La seule partie mesurable de
mesure nulle est I'ensemble vide et ce dernier ne contient aucune partie de

Q.

L'unique ensemble p4-négligeable est donc 0.
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Ensembles négligeables
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Ensembles négligeables — Exemples

Cas oit m = ) est la mesure de Lebesgue.

~~ Les parties mesurables de mesure nulle : X (0) =0,
A(Q) = X({a,b,c}) =0 car {a, b, c} est dénombrable.

{a,b} CQ, {c} CQet A(Q) =0donc \({a,b}) =X({c}) =0.

~ Les parties non mesurables négligeables : Toutes les parties de Q sont par
définition inclues dans Q, A (2) = 0 donc toutes les parties de Q sont
A-négligeables.

Les ensembles A-négligeables sont donc toutes les parties de €.
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Ensembles négligeables
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Ensembles négligeables — Propriétés

© 0 est m-négligeable.

© Si N est un ensemble m-négligeable, N’ € 7 avec N’ C N, alors N est
m-négligeable.

© La réunion d'une famille dénombrable d'ensembles m-négligeables est
m-négligeable.

Démonstration. Voir Notes de cours.
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Ensembles négligeables
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Mise en garde.

La réunion d'une famille infinie non dénombrable d’ensembles m-négligeables
n'est pas m-négligeable.

En effet, pour Q =R, T = B(]R) et m = X\ ol A est la mesure de Lebesgue, on

considére
A=[01]= |J {x}
x€[0,1]

~ A€ T etA(A)=1 donc A n'est pas A-négligeable.
~  A({x})=0,vx € [0,1].

~ U {x} n’est pas A\-négligeable méme si {x} est A\-négligeable.
x€[0,1]
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Ensembles négligeables
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Presque partout
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Définition

Une propriété P(x) dépendant de I'élément x € Q est dite vérifiée m-presque
partout (ou simplement presque partout quand il n'y a pas d’ambiguité) si
I'ensemble des x de Q pour lesquels la propriété P(x) est fausse est
m-négligeable.

On écrira en abrégé P(x) est m-p.p. (ou simplement p.p. quand il n'ya pas
d'ambiguité).
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Espaces mesurés complets
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Espaces mesurés complets

On a vu qu'une partie N de Q m-négligeable n’est pas nécessairement un
élément de la tribu 7.

~ Pourtant pour respecter le principe de monotonie croissante de la mesure
m, il est naturel d’attribuer a N la mesure 0.

~» On est alors en train d’élargir la tribu 7.

D'ou la définition suivante :

Définition

Si toutes les parties de Q m-négligeables sont mesurables, on dit que I'espace
(22, 7,m) est complet.
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Espaces mesurés complets
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Espaces mesurés complets — Exemple

On considére |'espace mesuré (2,7, m) ot Q = {a; b;c}, a, b et ¢ des réels et
T ={Q,0,{a, b},{c}}.
@ Cas oum = Jc est la mesure de Dirac concentrée en c. L'ensemble des
parties d.-négligeables est

N ={0,{a,b},{a},{b}}

{a} est d.-négligeable mais non mesurable donc (€, 7, d.) n'est pas un
espace mesuré complet.

@ Cas ou m = g4 est la mesure de comptage. L'ensemble des parties
a-négligeables est
N = {0}.

(0 est pg-négligeable et mesurable donc (€2, 7, 114) est un espace mesuré
complet.

@ Cas ou m = ) est la mesure de Lebesgue. L'ensemble des parties
A-négligeables est

N=P(Q).
{a} est A-négligeable mais non mesurable donc (2,7, A) n’est pas un
espace mesuré complet.
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Espaces mesurés complets
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Complétion d'un espace mesurable

Lorsqu’un espace mesuré (£2,7, m) n'est pas complet, on peut le compléter
canoniquement de la facon suivante :

Propriété

Soit (2,7, m) un espace mesuré et soit A I'ensemble des parties
m-négligeables. On considére

T={AUN;AeTetNeN}

Pour tout A € T et pour tout N € A, on pose m(AU N) = m(A). Alors
@ 7 est une tribu sur Q contenant 7T ;
@ m définit une mesure positive sur T qui coincide avec m sur T ;

© Si on note N la famille des sous-ensembles de m-négligeables alors

N =N;

Qo (Q,’%, m) est un espace mesuré complet.

Démonstration. Voir TD 2.
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Espaces mesurés complets
[e]e]e] Jele]e]

Complétion d'un espace mesurable

Définition

On dit que (Q,'7~'7 m) est le complété de |'espace mesuré (2, 7, m).

Remarques

@ Un espace mesuré complet est égal & son complété.

o La tribu 7 dépend et de la tribu 7 et de la mesure m par rapport a
laquelle on effectue la complétion.

@ Si P(x) est une propriété dépendant de x € Q alors, P(x) est vraie m-p.p.
si et seulement si P(x) est vraie m-p.p.
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Espaces mesurés complets
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Complétion d'un espace mesurable — Exemple

On considére |'espace mesuré (2,7, m) ou Q = {a; b; c}, a, b et ¢ des réels et
T ={Q,0,{a, b}, {c}}.
© Cas oum = Jc est la mesure de Dirac concentrée en ¢. L'ensemble des
parties d.-négligeables est

A/::{®7{a7b}7{a}7{b}}

(82, 7,06c) n'est pas un espace mesuré complet et son complété est obtenu
par union des ensembles mesurables et les ensembles négligeables :

NeNAeT Q 0 {a, b} {c}
0 Q 0 {a, b} {c}
{a, b} Q {a, b} {a, b} Q
{a} Q {a} {a, b} {a,c}
{b} Q {b} {a, b} {b, c}

La tribu complétée dans ce cas est donc

T ={Q,0,{a b}, {c},{a},{b}.{a,c}, {b,c}}.
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Complétion d'un espace mesurable — Exemple

On considére |'espace mesuré (2,7, m) ot Q = {a; b; c}, a, b et ¢ des réels et

T = {Qa ®7 {37 b}’ {C}}

@ Cas ol m = ugq est la mesure de comptage. (Q, T, ua) est un espace
mesuré complet donc

T=T.

@ Cas ou m = \ est la mesure de Lebesgue. L'ensemble des parties
A-négligeables est

N=P(Q).

(82,7, A) nest pas un espace mesuré complet et dans ce cas

T =P(Q).
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Espaces mesurés complets
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Exemple : La tribu de Lebesgue L(R)

Si (2,7,m) = (R,B(R), \). L'espace (R, B(R),\) n'est pas complet.
Alors

o La tribu 7 est la tribu de Lebesgue sur R et on la note £(R);

@ La mesure )\ s’appelle aussi la mesure de Lebesgue et sera aussi
notée A au lieu de X;

@ Les élements de £L(R) sont appelés parties mesurables au sens de
Lebesgue ou parties Lebesgue-mesurables.
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