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Exercice 1.

On rappelle les deux points suivants :
• Un ensemble E est dit discret, si et seulement si, E est fini ou E est dénombrable.

• Un ensemble E est dit non-discret, si et seulement si, E est infini et non-dénombrable.

Soit F le sous-ensemble de P(R) (où P(R) est l’ensemble des parties de R), défini par

F =

{
A ⊂ R : A est discret ou Ac est discret

}
1. Montrer que (R,F) est un espace mesurable.

2. Pour tout A ∈ P(R), on pose

ν(A) =

{
0 si A est discret
1 si A est non-discret

(a) Montrer que ν est une mesure positive sur (R,F).

(b) Est-ce que ν définit une mesure sur (R,P(R)) ? justifier.

Exercice 2.

Dans cet exercice, λ désigne la mesure de Lebesgue sur (R,B(R)).
Pour tout n ∈ N, on définit la fonction fn : R → R par

fn(x) = e−n sin2 x 1

x2 + 1
1R+(x), ∀x ∈ R

1. Montrer que, pour tout n ∈ N, fn est borélienne.

2. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn)n.
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3. Soit (un)n∈N la suite définie par : un =

∫
R
fn(x) dλ(x)

(a) En utilisant le théorème de la convergence dominée, déterminer, en justifiant, la limite
de la suite (un)n∈N.

(b) Citer et vérifier les conditions d’application du théorème de la convergence monotone
pour les suites décroissantes. Déterminer ensuite la limite de la suite (un)n∈N.

Exercice 3. Soit (X, T , µ) un espace mesuré. Soit k ∈ N∗ fixé. Soient α1, α2, ..., αk des réels
strictement positifs et x1, x2, ..., xk des éléments de X, distincts deux à deux. Soit φ : X −→ R une
fonction T /B(R)-mesurable et positive. On définit l’application m : T → R par :

∀A ∈ T , m(A) =

∫
A
φdµ+

k∑
i=1

αiδxi(A)

où δa est la mesure de Dirac concentrée en a, avec a ∈ X.
On admettra dans toute la suite de l’exercice que, si f : X → R est une fonction mesurable, alors∫

X
fdδa = f(a), ∀a ∈ X

1. Montrer que m est une mesure positive sur (X, T ).

2. Montrer que si φ est µ-intégrable, alors m est finie.

3. Soit f : X −→ R une fonction T /B(R)-mesurable et positive.

(a) Démontrer, en justifiant avec soin tous les calculs, que

∫
X
fdm =

∫
X
fφdµ+

k∑
i=1

αif(xi)

Attention, distinguer trois cas :
(i) f est une fonction indicatrice mesurable.

(ii) f est une fonction étagée positive.

(iii) f est une fonction mesurable positive quelconque.

(b) Montrer que la fonction f est m-intégrable si et seulement si la fonction fφ est µ-
intégrable.

4. Soit f : X −→ R une fonction T /B(R)-mesurable et de signe variable.

(a) Montrer que la fonction f est m-intégrable si et seulement si la fonction fφ est µ-
intégrable.

(b) On suppose que la fonction f est m-intégrable. Montrer que

∫
X
fdm =

∫
X
fφdµ+

k∑
i=1

αif(xi)
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