Corrigh de Mefne A iwhegrtion

~ Exercice 1 (7 points) :
Soit (2, T) un espace mesurable, f : (2, T) = (R4, B(R+)) une application (T, B (R4))-mesurable. -
On considére my et mo deux mesures positives sur (€2, T). On définit la fonction, m: T — R pour

tout A €T par

MM=MANW+@AMW

ouay € R et ag € RY.

1. Montrer que (2, T, m) est un espace mesuré.

2. Montrer que m est une mesure finie si et seulement si Vi = 1,2, f est m;-intégrable sur ().
3. Soit A € T. Montrer que my(A) =0 et my(A) =0 = m(A) = 0.

" 4. Soit g: (Q,T)— (R,B(R)) une application (T, B (R))-mesurable et positive. B
(a) Montrer que -

/gdm:al/fgdm1+az/fgdm. -
Q Q Q

(b) En déduire que g est m-intégrable si et seulement si fg est m;-intégrable pour i = 1,2.
5. Soit g: (U, T) — (R,B(R)) une application (T,B (R))-mesurable de signe quelconque.
(a) Montrer que g est m-intégrable si et seulement si fg est m;-intégrable pour i = 1,2.

(b) Supposons que g est m-intégrable. Montrer que -

/gdm:al/fgdml-i-ag/fg(lmq.
Q Q Q -
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Ezercice 2 (/ points) : Soit f la fonction définie par f :]0; +oo[— R, f(z) = =1

1. Montrer que f est une fonction mesurable.
2. Montrer que f est Lebesgue-intégrable sur R, .

re T

3. Vérifier que Yo > 0, f(x) =

T l—e
+00
4. Montrer que Vo > 0, f(z) = Z xe ",
n=1
+00 1
. En déduire, en justifiant votre démarche, que fd\ = Z
R}

ot

2
n=1 "
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Ezercice 3 (6 points — Les questions 1 et 2 sont indépendantes) :

1. Soit (fn),en+ une suite de fonctions définie, pour n € N* par

3

V;l' € R- f‘n(;l?) - ex + rn

1g: ().

(a) Montrer que Vn € N*, f,, est mesurable.

(b) Calculer 11}1_*1_1 fn(x) pour tout z € R.

(¢) En justifiant vos calculs, calculer gm fn( dA(x).
n——+oo

2. Soit (fn),en- une suite de fonctions définie, pour n € N* par
32\ "}
VreR, folz)=(1-—— 1[ n [(;17).

(a) Montrer que ¥Vn € N*, f,, est mesurable.
(b) Calculer lim f,(x) pour tout = € R.

n——+0oo

(¢) En justifiant vos calculs, calculer lim / fn(x)dA(z).

n— +00 R
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- FEzercice 4 (3 points) :
~ Soit (R%,B(R?),\A® \) un espace mesure ot A @ \ est le produit des mesures de Lebesgue. Soit

D={(;1.'.y)€R2; x>0 y>0 et .1f+y§1}

1

et f(x,y) =exp (y - —y?) expression de la fonction f définie sur R2.

2

1. Montrer que D € B (R?) .

2. On note [ = / f(z,y)d\ @ Nz, y).
D

(a) Justifier pourquoi le théoreme de Fubini-Tonelli est applicable pour évaluer I.

1 pl—z
(b) Calculer I :/0 /0 f(x, y)d\(y)d(x).
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