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Exercice 1

Soient A et B deux parties de E.
1. Montrer que (A°) = A
2. Soit A C B. Montrer que B¢ C A°.
3. Montrer les < Lois de Morgan > :

(ANB)*=A°UB® et (AUB)°=A°nNB".

Algebre



Exercice 1

1. Montrons
(A°) = A.

Solution : Par définition
XEA <= x¢ A
Il 'en résulte donc par négation
x ¢ A<= x € A
Ce qui est équivalente a
x € (A°) = x € A

D’oli on conclut (A€)< = A.

Algebre



Exercice 1

2. Soit A C B. Montrer que

B¢ c A-.

Solution :Supposons que A C B et montrons B¢ C A°. Par hypotheése

xeA — xeB.

Cette proposition est équivalente a sa contraposée :
x¢B = x¢A.

Ce qui est équivalente a
x € B = x € A“.

On a ainsi montré que si A C B, alors B¢ C A°.

Algebre



Exercice 1

3. Montrons les < Lois de Morgan > :

(ANB)* =A°UB® et (AUB)S=A°nB°".

Solution :Commegons par montrer (AN B)¢ = AU B€. Par définition
x€ANB < (x€ A) et (xeB).
Il en résulte par négation

x€(ANB) <= x¢ANB <<= (x¢A) ou (x¢ B)
<— (x€ A9 ou (xe€ B,

ce qui s'écrit
x€(ANB) < xe A°UB".
Nous avons donc montré

(AN B)t = A°U B“.

Algebre



Exercice 1

Pour la deuxieéme égalité, on pose
C=A° et D=B"
D’'apres la premiere égalité, nous avons
(CnD) = CcuD-,

et en prenant le complémentaire, on obtient.

CND = ((CND)) = (C°uUD)“.
Ainsi, en remplacant C par A° et D par B¢, on conclut

AN B = ((A)°U(BY))" = (AUB)“.

Nous avons donc montré

(AU B)® = A°N BC.

Algebre



Exercice 2

Soit A, B, C, D des parties d'un ensemble E. Montrer que :
O(A\B)\C A\ (BUCQ).
Q@ (A\B)N(C\D)=(AnC)\(BUD).
Q@ A\(BNC)=(A\B)U(A\ (C).
Q@ A\(BUC)=(A\B)n(A\ C).
Rappelons que
A\B={xe€E:xcA et x¢gB}=AnB"
Solution : On a
(A\B)\ C = (A\B)nC*
= (AnB )N C*
= AN(B°NCY
ANn(BUC)

~—
par la loi de Morgan

= A\ (BU Q).

Algebre



Exercice 2

Montrons |'égalité

(A\B)N(C\D)=(ANnC)\(BUD)

Solution : On a

(A\B)n(C\ D) = (AN B )N (CnN D
(AnC)N(B N DY)
(AnC)N(BUD)®

NP,

par la loi de Morgan

(AnC)\ (BUD,).

Algebre



Exercice 2

Montrons |'égalité
A\ (BN C)=(A\B)U(A\ Q).
Solution : On a

A\ (BN C) = AN (BN C)°

= AN (B U C°)
~—

par la lol de organ (Am BC) U (Am CC)
(A\B)U(A\ C)

Algebre



Exercice 2

Montrons |'égalité

A\ (BUC) = (A\B)N(A\C)

Solution : On a

A\ (BU C) -

~—

par la loi de Morgan

AN(BUCQ)*
AN(B N Ce)

(ANA)N(B N CY)
(ANB)N(ANCY)
(A\B)N (AN C)

Algebre



Exercice 3

Soit A et B deux parties d'un ensemble E.

e Montrer :
ACB<+< AUB=8B
et
ACB<«< A“UB=E

o En déduire :
ACB<«<— ANB=A

et
ACB<< ANB =0

Algebre



Exercice 3

Montrons
ACB<«<— AUB=B

Solution : On raisonne par double implication.
@ —: Supposons A C B et montrons la proposition

AUB =B.

On raisonne par double inclusion :
o Clairement, BC AU B.
o Montrons que AU B C B. Par définition

xX€EAUB <= x€ACB ou x€B — xe€B.

Donc AU B C B.
@ <—: Supposons AU B = B et montrons la proposition

AcCB.
On a
ACAuUB=B — ACB.

Algebre



Exercice 3

Montrons
ACB+ AAUB=E

Solution : On raisonne par double implication.

@ —: Supposons A C B et montrons la proposition
A°UB=E.

On raisonne par double inclusion :
o Clairement, AAUB C E.
e Montrons que E C A°U B. Comme A C B, on peut écrire

E=AUACBUA = A“UB.

@ <: Supposons A° U B = E et montrons la proposition
AC B.
Ona AC E=A°UB. Donc
XxEACAUB <= x€A° ou x€B.

Mais comme x € A, on conclut x ¢ A et donc x € B. Par conséquent
ACB.

Algebre



Exercice 3

En déduire
ACB<«<= ANB=A
On a
A=ANB = A€ = A°U BE
~—~
d’aprés les lois de Morgan
— B C A°
~~
d’apres la question précédente
= ACB.
~
par contraposition
En déduire
ACB+— ANB =10
On a
ANB =10 AUB=0°=E

{1

d’apres les lois de Morgan

ACB.

{1

d’apres la question précédente

Algebre



Exercice 4

Soient A, B, C trois ensembles. Montrer que

1. AU(BNC)=(AUB)N (AU Q).
2. AUB=ANC < BCACC.
3. (AUB)N(BUC)N(CUA) =(ANB)U(BNC)U(CNA).

Algebre



Exercice 4

Montrer que
AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Preuve : On a

x€eAU(BNCQC) x€A ou xe(BNC()
x€A ou (xeB et xe())

(x€A ou xeB) et (xe€A ou xe()

T

par distributivité de
ou par rapport a et

— x€AUB et xe AUC
— xe€(AUB)N (AU Q).
Par conséquent
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).

Algebre



Exercice 4

Montrer que
AUB=ANC <= BCACC.
Preuve : On raisonne par double implication.
@ —: Supposons que AU B = AN C. Montrons la suite de contentions
BCcAcCC.
Supposons x € B. On a
xeB = xe AUB=ANC = x €A
D’oli on conclut que B C A. Maintenat, soit x € A. Alors
xeEA = x€ AUB=ANC = xeC.
D’ou on conclut que A C C. Par conséquent B C AC C.
@ <=: Supposons que B C A C C. Montrons I'égalité
AUB=ANC.

On a
BCA— AUB=A et ACC=— ANC=A
D’ol on conclut que AUB=A=AnNC.

Algebre



Exercice 4

Montrer que
(AUB)N(BUC)N(CUA) =(ANB)U(BNC)U(CNA).

Preuve : On a
(AUB)N(BUC)N(CUA) = (BUA)N(BUC)N(CUA)
= [BU(ANC)]N(CUA)
par distributivité de
U par rapport a N
= [BN(CUA)]JU[ANC)N (CUA)]
par distributivité de
M par rapport a U
NP [(BNCYU(BNA)JUANC)N(CUA).

par distributivité de
M par rapport a U

Mais AN C € CUA, donc (AN C)N(CUA)=AnN C. D'ol

(AUB)N(BUC)N(CUA)=[(BNC)U(BNAJUJANC)N(CUA)]
=(BNC)U(BNA)U(ANC)
=(ANnB)U(BNC)U(CNA).

Algebre



Exercice b

Soit E et F deux ensembles. Quelle relation y a-t-il entre :
Q ZEUF)et Z(E)UL2(F)?
Q@ Z(ENF)et Z(EYNP(F)?
Q@ H(E X F)et P(E)x L(F)?

Algebre



Exercice b

Quelle relation y a-t-il entre :
PEUF) e P(EYUP(F)?
Solution : Montrons que
P(EYULP(F)c P(EUF).

Aec P(E)U 2(F) A€ P(E) ou Aec Z(F)

_—
— ACE ou ACF
= ACEUF

= Ae P(EUF).

D'ol on conclut que Z(E)UJ Z(F) C Z(E U F). Ce n'est une égalité
quesi E C F ou F C E. En effet, si E = {a, b} et F ={c,d} alors

EUF ={a,b,c,dt ¢ P(E)U2(F).

Algebre



Exercice b

Quelle relation y a-t-il entre :
PENF) et PE)NLA(F)?
Solution : Montrons que

P(ENF) = 2(E)n P(F).

On a
Ace PEYNP(F) — AcP(E) e Aec P(F)
< ACE e ACF
< ACENF
— AcZ(ENF).
D’ou on conclut que Z(E)N P (F) = Z(ENF).

Algebre



Exercice b

Quelle relation y a-t-il entre :
PEXF) et P(E)x P(F)?

Solution : Notons que :
@ un élément de Z(E) x Z(F) est un couple

(A,B) ou ACE et BCF.
@ un élément de Z(E x F) est un sous-ensemble de E x F :
Ce X ExF) < CCExF

— C:{(X,y):XEE et yGF}.

Ceci implique que ces deux ensembles ne sont pas comparables car ne
contiennent pas les mémes objets. Il n'y a donc pas d'inclusion entre
P(E x F) et Z(E) x P(F).

Algebre



Exercice 6

Soit
A:{al, az, as, 34} et B:{bl, bz, b3, b4, b5}.

o Ecrire le produit cartésien A x B.
@ Quel est le nombre de parties de A x B?

Solution :
Q@ Ona

Ax B = {(al,bl) (a1, b2), (a1, bs), (a1, bs), (a1, bs)
(a2, b1), (a2, b2), (a2, b3), (a2, ba), (a2, bs)
(a3, b1), (a3, b2), (a3, b3), (a3, ba), (a3, bs)
( ( (aa, ba) )

bs), (a4, bs }

@ Pour trouver le nombre de parties de A x B, on utilise le résultat suivant

Soit E un ensemble 3 n éléments. Alors, I'ensemble &7(E) des parties de E est
fini, et a 2" éléments.

Algebre

a4,b1) a4,b2) (34,b3) as



Exercice 6

Maintenant A x B est un ensemble a 20 éléments, il y a donc

22%  parties.

Algebre



Exercice 7

Soit E et F deux ensembles. Tous les sous-ensembles de E x F sont-ils
de la forme
AxB avec ACE e BCF?

Solution : Non. Par exemple, soit E = F = R et considérons le cercle
unité

C={(x,y) ER*: x* +y* =1} CE x F =R?
Montrons que % ne s'écrit pas sous la forme A x B pour A C R et

B C R. On raisonne par I'absurde. Supposons donc ¥ = A x B et
essayons de trouver une contradiction. Si € = A x B alors

@ 0€ A car(0,1) e %.
e 0€ B, car(1,0) e 7.
Donc
(0,0) € A x B.

Mais (0,0) ¢ €. Contradiction! Par conséquent € ne s'écrit pas sous la
forme A x B pour ACR et BCR.

Algebre



Exercice 7

On peut aussi choisir
¢ ={(1,0),(0,1)}.
Si C = A x B, alors

{0,1}CcA et {0,1}CB,

pourtant

(0,0) ¢ %.

Algebre



Exercice 8

Soient A, B, C, D quatre ensembles.
@ Montrer que (Ax C)U(Bx C)=(AUB) x C.
@ Montrer que (Ax C)N(BxD)=(ANB) x (CnND).

Solution : Montrons que
(AxC)u(BxC)=(AuB)x C.
Ona

(x,y)e(Ax C)U(B x C) x,y) EAxC ou (x,y)eBxC
x€A et yeC) ou (xeB et ye ()
x€AouxeB) et yeC
x€AUB e yeC

(x,¥) e (AUB) x C.

—_ o~ o~

Par conséquent (Ax C)U(B x C)=(AUB) x C.

Algebre



Exercice 8

Montrons que
(AxB)N(CxD)=(AnC)x (BnND).
Solution : On a
(x,y) e (AxB)N(CxD) < (x,y) e AxB et (x,y)eCxD
< (x€A et yeB) et (xeC et yeD)
< (x€A et xe(C) et (yeB et yeD)

<— xe€ANC et yeBND
<~ (x,y) € (ANC) x (BND).

Algebre



Exercice 9

Soit A la différence symétrique dans Z(E).
1. Montrer que AAB = (ANB°)U(A°NB)=(AUB)N(A°UB")
2. Montrer que AAB = BAA.
3. Montrer que AN (BAC) =(ANB)A(AN ().
4. Que valent AAQ, AAA, et AAB quand AC B?

Solution : Commencons par rappeller la définition de la différence
symétrique. Soient A et B deux ensembles. Alors

AAB =(AUB)\ (AN B)
Ainsi
AAB=(AUB)N(ANB) = (AUB)N(A°UB")
= (ANB°)U(BNA)
(A\B)U(B\A).
Montrons |'égalité AAB = BAA. On a
AAB = (A\ B)U(B\ A)
=(B\A)U(A\ B) = BAA.

Algebre



Exercice 9

Montrons I'égalité

On compute

AN (BAC)

En méme temps

(ANB)A(AN C)

D’ol on conclut

AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

Am((B\C)u(C\B))
AN ((Bme)u(CmB‘))
(ANBNCHYU(ANCNB)=(ANBNCHYUANB NC).

(ANB)\(ANC))U((ANC)\ (AN B))
(ANB)N(ANC))U((ANC)N(ANB))
(ANB)N(A°UCY)) U ((ANC)N(A°U BY))
(ANBNAYUANBNCHYUANCNA)U(ANCNBY)
PUANBNCHYUDBU(ANB NC)
(ANBNCHYU(ANB N Q).

AN (BAC) = (AN B)A(AN C).

Algebre



Exercice 9

Que valent
AAD et AAA et AAB quand AC B?

Solution :

@ Ona
AAD = (AUD)\ (AND)=A\0=A.

@ Ona
AAA=(AUA\(ANA) =A\A=10.

e Si AC B, alors

AAB = (AUB)\ (ANB)=B\A.

Algebre



A faire chez soi - Exercice 10

Soient A, B, C trois ensembles. Montrer que

N { AUBC AUC . BccC

ANBCANC

2. On suppose que ANB=ANC et AUB = AU C. Que peut-on dire
de Bet C?

Algebre



A faire chez soi - Exercice 10

Montrer que

ANBcAnc — BcC

Preuve : Montrons que B C C. Soit x € B. Alors

{AuBcAuC

x€eEB — x€c AUB — x€e AUC — x€ A ou xe C.

On a donc deux posibilités a étudier :
@ si x € C. Rien d'autre a prouver.

@ si x e A. Alors
XEA —= x€cANB = xe AnC = xeCC.

Ainsi B C C.

Algebre



A faire chez soi - Exercice 10

On suppose que ANB =ANCet AUB = AUC. Que peut-on direde Bet C?

Solution : Montrons que
B=C.

On raisonne par double inclusion.

@ C : Soit x € B, alors
x€e€AUB

et donc x € Aou x € B.

e Six e A, alors
xeEANB=ANnCcC

et x € C.
e Six¢ A comme x € AUB =AU C, on a nécessairement x € C.

Donc B C C.

@ D: En échangeant le role de B et C dans la preuve précédente, on peut
conclure C C B, et donc B = C.

Algebre



A faire chez soi - Exercice 11

Soit A, B, C trois parties d'un ensemble E.

@ Montrer que
ANB=AUB <« A=B.

@ Montrer que
ANB=ANC << AnB°=ANnCc-.

© Montrer que
(AUuB)\ (AUC)C AU(B\ O).

Donner un contre-exemple pour l'inclusion contraire.

Algebre



A faire chez soi - Exercice 11

Montrons
ANB=AUB <+—= A=8B.

Solution : On raisonne par double implication.
@ —: Supposons AN B = AU B et montrons |'égalié

A=B.

On raisonne par double inclusion :
e Montrons que A C B. Soit x € A, alors

xX€EA = xe AUB=€c ANB — x € B.

Donc A C B.
e Montrons que B C A. Soit x € B, alors

xX€EB = xe AUB=€c ANB = x €A

Donc B C A.
@ <=: Supposons A = B et montrons |'égalité

ANB=AUB.
On a

ANB=ANA=A=AUA=AUB.



A faire chez soi - Exercice 11

Montrons
ANB=ANC <<= ANnB°=ANC".

Solution : On raisonne par double implication.
@ —: Supposons AN B = AN C et montrons I'égalité

ANB =AnNC".

On raisonne par double inclusion :

e Montrons que AN B C AN C°. Soit x € AN B°. Comme x € A, |l
suffit de montrer que x € C. On raissone par le absurde. Supposons
donc x € C, alors x € ANC = AN B donc x € B, ce qui est absurde.
Par conséquent x € C¢, d’oli on conclut l'inclusion AN B C AN C°.

o En échangeant le role de C et de B dans la preuve précédente on
obtient AN C° C An B°.

@ <—: Supposons AN B = AN C° et montrons |'égalié
ANnB=ANnC.
D’aprés la implication reciproque, on a

ANB =ANC" = AN(B)=AN(C) <<= AnB=ANC.

Algebre



A faire chez soi - Exercice 11

Montrer que
(AUB)\(AUC)C AU (B\ Q).

Donner un contre-exemple pour I'inclusion contraire.
Solution : Soit x € (AU B) \ (AU C). Alors
x€AUB et x¢AUC.
En particulier x ¢ A, d'ou x € B. Mais comme x ¢ C, on déduit
x € B\ C.

Comme ce dernier ensemble est une sous-ensemble de AU (B \ C), on conclut
x € AU (B\ C) et donc

(AUB)\(AUC)C AU(B\ Q).
Finalement, en prenant A = B = C non vide, nous avons
(AUB)\(AUC)=A\A=0 e AU(B\C)=AUD=A

Donc AU(B\C)=A¢g h=(AUB)\ (AU Q).



A faire chez soi - Exercice 12

Simplifier les expressions suivantes ou A, B et C sont des parties d'un ensemble
E:

AN(A°UB
AU(A°NB
AN(A°UB
AU(A°NB
Solution : On a

AN(AUB)=(ANA)U(ANB)=0U(ANB)=ANB

N(A°UB“UC(C)
U(A°NnB°Nn ()

)
)
)
)

AU(ANB)=(AUA )Y N(AUB)=EN(AUB)=AUB.
On a
AN(AUB)N(A°UBUC) = ((ANA)U(ANB))N(A°UB U )
=(ANB)N(A°UB°UC)
=(ANBNAYUANBNB)U(ANBNC)
=(AnBNCQ).

Algebre



A faire chez soi - Exercice 12

On a

AU(A°NB)U(ANB°NC) = ((AUA)N(AUB))U(ANB°NC)

= (EN(AUB))U(A°NB°NCQ)
(AUB)U(A°NB°NC)
(AUBUA YN (AUBUB )YN(AUBU Q)
ENEN(AUBUC)
= (AuBUC).

Algebre



Pour aller plus loin - Exercice 13

Soit (Ai)ier et (Bi)ies deux familles de parties d'un ensemble E. On suppose
que pour tout indice i de /, on a

E=AUB;.
Montrer que E = (U,—el Ai) U (miEI B") :

-~ (Us)u(ne).

Nous devons montrer |'égalité

Solution : Notons

E=F.
On raisonne par double inclusion.
@ F C E : Rien a démontrer, par définition (A;)ics et (B;)ies sont deux
familles de parties de E.
@ ECF:Soitx€E=(Nig B)U(Nies B/)°. Si x € Nie/B; alors x € F.
Si x ¢ NierB;, alors il existe i € | tel que x ¢ B;, or E = B; U A;. Ainsi
x € A; et on conclut que x € |J; Ai. Donc

x € F.
Par conséquent, E C F et E=F.

Algebre



Pour aller plus loin - Exercice 14

Soient A, B et C trois sous-ensembles d'un ensemble E. Montrer que
(AAB)AC = AA(BACQ)

Solution : On commence par noter que

(AAB)AC = [(AAB)U C]N[(AAB) U C°]
= [[(AUB) N (A° U BY)| U c} N [[(AC UB)N (AU B U CC}
=(AUBUC)N(AUB°UC)N(A“UBUC)N(AUB UCY)

D’ou on conclut

(AAB)AC = (AUBUC)N(AUBUC)N(AUBUC)N(AUB U CY)
=(BUCUAN(BUCUAN(BUC UA )N (B UCUA)
— [[((BuC)n (B U C9)] UA] N [[(BC UC)N (B U CE) U A

[(BAC)UAIN[(BAC) U A9]
= (BAC)AA
A(BAC).

Algebre



