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Séries

TD1 - SERIES NUMERIQUES

PARTIE I - SERIES NUMERIQUES A TERMES POSITIFS

Exercice 1
Déterminer la nature des séries suivantes :

P ST 2 n() e x(wl)

n>1 n>0 n>1

Réponse 1

1. Etude de la série > cos % : On a :

1
cosﬁ—>17€0

2. Etude de la série S, " - On a

n+1
(=1)™n n
= —+1#0
n+1 n+1 7
. (=1)"n . . e .
donc la série Z 1 est divergente car elle ne vérifie pas la condition nécessaire de convergence.
n

3. Etude de la série Y (1+ %)n :Ona:

1n<1+i>n:n1n<1+:l>:n(i+o<i)>=1+o(1)—>1

(1+Tll)n%e7é0

donc :

gence.

- ’I’L2
4. Etude de la série ) (cos )" : On a:

2
1\" 1 1 1
In | cos — =n’lncos— =n’ln{1- —+o( =
n n 2n? n?

1 1 1 1
—_ 2 _

(cosi)n — % #£0

donc :

2

gence.

. 1 . . " .
donc la série E cos — est divergente car elle ne vérifie pas la condition nécessaire de convergence.
n

1 n
d’oul la série Z (1 + ) est divergente car elle ne vérifie pas la condition nécessaire de conver-
n

. " . . ”» .
d’oul la série E <cos — est divergente car elle ne vérifie pas la condition nécessaire de conver-
n




Exercice 2
Déterminer la nature des séries suivantes :

241 2 2 1)*
LY > Y7 3 o
o1 n>1 neN (Tn2 +1)

4. Z (ne% — n) 5. _ 6. Z In (1 + e*”)
n>1 = (In(n))" neN
Réponse 2
2
1
1. —; — 1 # 0 donc la série diverge.
n
2 . L. . . 1
2. —= = —. On reconnait une série de Riemann divergente avec a = 5 < 1.
Vﬁ% nz
(2n+1)* 24

1 . . .
—————— ~ —= X —. On reconnait une série de Riemann convergente avec a =2 > 1.
(Tn?2 +1) 7on

1 1 1 1
4. neﬁ—nzn(e?—1> :n(1++0<> —1) =14 o0(1) = 1# 0. La série diverge.
n n

1 1 " 1
5. D’aprés la régle de Cauchy (un)rlb =|-——=] = —— — 0<1donc la série de terme général
(In(n))™ In(n)
Up, CONverge.
1 n
6. In (1 + e_") ~e "= ( ) . On reconnait une série géométrique de raison dans | — 1,1 donc
e

convergente.

Exercice 3

u
Soit (u,,) une suite de réels positifs et v, = ——

1+ u,

. Montrer que E Uy, et E v, sont de méme nature.
neN neN

Réponse 3
Il s’agit de montrer ’équivalence

E un converge < E U converge

neN neN
= Si E u, converge alors Erf Uy = 0. On en déduit que v, = 1i2 ~ u, et comme E Uy, et
n o0 n
neN neN
E v, sont & termes positifs on peut conclure par le Théoréme d’équivalence que g v, converge.
neN neN
< Réciproquement, si E vy, converge alors lim v, =0. Or
n—-+4oo
neN
U Un
Uy = S, =
1+ u, 1—uv,

donc v,, ~ u,, et comme les deux séries sont & termes positifs on peut conclure que g Uy converge.
neN

Remarque : Si E uy, diverge grossiérement alors on remarque que liIJIrl v, # 0, et réciproquement.
n—-+oo
neN
On a donc aussi équivalence des divergences grossiéres des deux séries.




Exercice 4
Etudier la nature et, le cas échéant, calculer la somme des séries de terme général :

L= % =
n(n—+1) n(n+1)(n+2)
2n—1 1

T e = (1 )

Réponse 4

1 . . . .
1. u, ~ — qui est une suite de Riemann convergente avec a = 2 > 1 donc la série de terme général

uy, converge. On décompose cette fraction en élément simple

1 1
Up = — —
n n+1
n n n n n n+1
1 1 1 1 1 1
Su=Y(G-m1) "X Nt N L E
k=1 k=1 kook+l k=1 k k=1 k+1 k=1 k k=2 k
En posant k¥’ = k + 1 dans la seconde somme. k=1=k' =2cetk=n=%k =n-+1
iu B n 1 _n-‘,—ll
P L k
k=1 k=1 k=2
En changeant &’ en k.
= 1
up — 1 —
b n+1

k=

=

Car tous les termes entre k = 2 et k = n se simplifient.
+oo n
Sue= i Swt
k=1 k=1

1 . . . .
U, ~ — qui est une suite de Riemann convergente avec a = 3 > 1 donc la série de terme général

2.
uy, converge. On décompose cette fraction en élément simple

1

_3 1 3

Uy = = —
n n+l1l n4+2
n n 1 1 n n n
5 1 5 1 1 1 1 1
_ 2 _ 2 —_ - Z_ —

Dans la seconde somme on pose k' = k+1,k=1=k =2etk=n=k =n-+1.
Dans la troisiéme somme on pose k" =k+2,k=1=k"=3etk=n=%k"=n+3

n+1 n+2 1

= | 11
D=3 52wt X
k=1 k=1 k=2 k=3
On change k' en k et k" en k

n n n+1 n+2

1 1 1 1 1

2om=32 5 Lt
k=1 k=1 k=2 k=3

On va réunir les valeurs de k comprises entre k =3 et k =n

" 1 1 "1 1 "1 1 1 ({1 1 1
142 Bl I it - Z Z
Su-g (145034 - (3 i) 3 (S et o)

k=3

n
1 1 1 1 1 1 1wl &1 1
= — 1 —_ —_ = —_ —_ _— —_ —_
2(+) + ( +n+2)+22k 25T 3

2 2 2\n+1




Les trois derniéres sommes s’annulent et il reste

zn:u eyt /vt y_t 1ot 1
k:lk 2 2) 2" 2\n+1 "n+2) 4" 2\n+1 "nt2
+o0 n 1

St Yw |

k=1 k=1

3. up ~ n—lg qui est une suite de Riemann convergente car a = 2 > 1 donc la série de terme général
uy, converge. On décompose cette fraction en élément simple

2n — 1 i+
’un:—:—
nn—2)(n+2) n

n n 1 3 5 n n n
L D I W T N PUA SR

_ 1 8 8 y\_ 1 2.2 _2

;uk§<k+k—2+k+ ) 12k T8 Lk—2 szk+2

Dans la seconde somme on pose k' =k —2,k=3=k =lethk=n=kK =n—2.
Dans la troisiéme somme on pose k' =k +2,k=3=k"=5etk=n=%k'=n+2

i n 1 N § n—2 l 7§ n+2 i
Pt 4 — k8 ok 8 K
On change k' en k et k" en k
n n n—2 n+2
1 1 3 1 5 1
Dow=1> Tt s
k= k=3 k=1 k=5

n n—2 n—2
1/1 1 11 1\ 3 111 11
= - (= 4= e — 4+ )+ 21424242 Z
D 4(3 +4+k23k+n—1+n>+8< +2+3+4+;k+n+1>

e
8 k:5k n—1 n n+1l n+2
1 1+1+ ! +l +§ 1+1+1+1 5 ! +1+ L + L
“4\3 4 n-1 n 8 2 3 4 8\n—1 n n+1 n+2
n—2 n—2 n—2
1 1 3 1 5 1
AL TSI s
k=3 k=3 k=3

Les trois derniéres sommes s’annulent et il reste

kzgk_434n—1n 8 273"4) 8\n—1"n"n+1 "n+2

i’" i z”: L1, 1Y, 3 1, 1 1y _ T 25 8
up = lim up=-[=-4+ - — -t -t =—=+ ===
L oo s T \3 7 4) 8 23 4) 4832 9%

4. up =1In <1 — m) ~ fm ~ 7#, il s’agit d’une suite de Riemann avec a = 2 > 1, la série
converge. Petit calcul
S (k+2?%-1 (k+2—-1)(k+2-1) (k+3)(k+1)
(k+2)2  (k+2)2 (k+2)2 B (k+2)2

1 - (k+3)(k+1) n
Zln( k”))—’;ln((k”) Zlnk:+3 +Zlnk+ —2;111(/{”)




Dans la premiére somme on pose ¥ = k+3,k=1=k =4, k=n=k =n+3.
Dans la deuxiéme somme on pose ¥/ = k+ 1, k=1=k"=2k=n=k"=n+ 1.
Dans la troisiéme somme on pose k"' =k +2k=1=kK"=3k=n=FkF =n+2

n+3 n+1 n+2

" m
Zln( s ) S0+ 3 m#) -2 3 (s
k! =2 k=3
On remplace k", k" et k" par k
n+3 n+1 n+2

Zm( k+2 ) Zln )+ Y In(k) =2 In(k)
k=2 k=3
On va réunir les sommes entre k =4 et k=n+1
1
Z 1 ( (k+ 2) )
n+1 n+1
(Z In(k) + In(n + 2) + In(n + 3)) + (111(2) +1In(3) + Z 1n(k)>
n+1
< ) + Z In(k) 4 In(n + 1))

Les sommes de In(k) de k =4 & k = n + 1 s’éliminent.

. 1
kzz:l In (1 — (k—|—2)2> =(In(n+2)+In(n+3)) + (In(2) +1n(3)) — 2(In(3) + In(n + 1))

B (n+2)(n+ 3)
=In (W) +In(2) — In(3)

Exercice 5 (Séries de Bertrand)

1. Montrer que
n

Yn > 2, Z klnk >In(ln(n+1)) — In(In2)
k=2

2. En déduire la nature de la série Z

n>2

nlnn

3. Montrer que

4. En déduire la nature de la série Z

"2 nln®n’

Réponse 5




1. Soit n > 2. La fonction f(t) = = est décroissante sur |0, +oo| donc :

tint
k> 2,9t € [k k4 1], —— < —
-7 ’ "tlnt ~ klnk
d’ou :
k+1 k+1 k+1
dt dt 1 1o 1 1
> 7< T — = = e— — =
vk—Q’/,C tlnt_/ klnk klnk/ dt = g e AEyAGRE iy

On déduit que :

k41 n+1 n+1 t

dt Int
I / *=/ T
klnk tlnt 9 tint 9 Int

ln Int))" dt = [In(Int)]5™ = In(In(n + 1)) — In(In 2)

Z —_— > In(ln(n+ 1)) — In(In2)

et In(In(n + 1)) — 400 donc la série positive > est divergente car sa suite des sommes

partielles n’est pas majorée.

1
n>2 nlnn

3. Soit n > 3. La fonction f(t) = est décroissante sur |0, +oo[ donc:

1 1
tint = (k+1)In®*(k + 1)

k+1 dt k+1 dt
2 Z 2
k tIn“t¢ k (k+1)ln (/f-l—l)

1 k+1
(k+1)In*(k + 1) /k

_1_
tin2t

Vk > 2.Vt € [k, k+ 1],

d’ou Vk > 2:

-
(k+1)In®(k +1)
1 1
= k+1—-k)=
(k+1)1n2(k+1)( ) (k+1)In*(k 4+ 1)
On déduit que :
n n k+1
2 (k+1)1 k+1 ek tint
:/ tIn’t
n+1 1
:/ (n2t) dt
2 In“¢
n+1 !/
[
9 Int
1 n+1
- [lntL

_ b LI
~ In2 In(n+1) = In2

4. On a:
1

° 1
n>3>y ——5-<—
- ;klnzk In2

donc la série positive >, -, ﬁ est convergente car sa suite des sommes partielles est majorée.




EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 6
Etudier la nature de la série de terme général

n—+1 n—+1 n—+1
1wy = = 2. Uy = 3. uy =
“ n3 —7 “ n2—7 “ n—"7
1 1 1
= 1 —_— 5- n - 6- n - T =
4. up =sin <n2> Y Wt T (n?2+2)
In(n) n" 2" 43"
7. un n b on “ n2 + In(n) + 57
1 10000 4n+1 1) 2
10. uy, = — 1. u, = 2 19, 4, = 2 (24 DY
n n! (2n —1)!
1 n 1 n2 1 TL2
13. up = <sin (n>> 14. u, = (1 — > 15. u, = <1 + )
n n
Réponse 6
1. La suite (u,) est de signe constant
1
Up, ~ ?

C’est le terme général d’une série de Riemann convergente avec o« = 2 > 1

2. La suite (u,) est de signe constant
1

Up ~ —
n

C’est le terme général d’une série de Riemann divergente avec a =1 < 1
3. up — 1 # 0 la série diverge grossiérement

4. La suite (uy,) est de signe constant
1

Up ~ —
n2

C’est le terme général d’une série de Riemann convergente avec « =2 > 1

5. Méfiance 1 L1 1
1
Uy = — = —N——= = —¢ ﬁln(n)
I+ n n n
n
Comme lim (n) =0ona
n—-+oo n
lim e v =1
n—-+oo
1
Ce qui montre que u,, ~ —. C’est le terme général d’une série de Riemann divergente avec
n
a=1<1
6. u, est de signe constant
1 1 1 1

U‘TL: =

In(n?+2) In(n2(1+3%)) 2mh(n)+h(l+3%) 2hh®n)+3+o(x%)
On remarque que
1
2In(n) + % +o (%)
D’apres les régles de Riemann n®w,, — +0o0 avec a < 1 entraine que la série de terme général u,
diverge.

— 400

1 1
n2u, =n2




10.

11.

12.

13.

14.

u, est de signe constant
In(n In(n
n%unzn% (3)2 (1)—>0
n2 n4

D’apreés les régles de Riemann n®u,, — +00 avec a > 1 entraine que la série de terme général u,
converge.

Uy, est de signe constant

n+1
U smrir n+1 1 1
ntl = 2;1 = X ——= =<1

D’aprés la régle de D’Alembert la série de terme général u,, converge.

on + 3n 3n 3 n
un =~ — = —_
n? +1In(n) +57 57 5

u, est de signe constant

n

5 est le terme général d’une série géométrique convergente, la série de terme général u,

converge.

Uy, est de signe constant
1
U 1
ntl _ (n«;l)! _ 4 0<0
Up, n+1

n!
D’apreés la Régle de D’Alembert la série de terme général u,, converge.
u, est de signe constant

(’I’LJrl)lOOOO

unpn | T (n+1 10000 /nt1 10000>< 1 oed
u, om0 n (n4+1) n n+1

n!
D’apreés la Régle de D’Alembert la série de terme général u,, converge.
u, est de signe constant

4"+ 2 (n42))?

Unir _ et _ A4 20°@n 1)) (04 2)%((n+ D)Y?(20 - 1)
Up % At (n 4+ DN2@2n+ 1) ((n+1)N2(2n + 1)2n(2n — 1)!
L (n+2)?
T @nri2n "

La on peut rien dire sauf si on arrive & montrer que la limite est 1 par valeur supérieure

Unir _, (n+2)? 4’ +dn+4) 4’ +16n+16

>1
Up (2n+1)2n 4n? + 2n 4n? + 2n

Donc la limite est 17 et donc la série de terme général diverge.

u, est de signe constant
. 1 " oL (i 1 +(1 ) 1—_1 +(1) 1
Up = [ sin | — :ensm(n):ennmoﬁ):e 2 TNRZ) 5 = £0
n e

La série de terme général u,, diverge grossiérement.
Remarque : il était inutile de faire un développement limité a 1’ordre 3 de sin ( L )

n
u, est de signe constant

n? n
Uy = 1— l = en2 1“(17717) = en2(7%727%2+0(7%2)) — 6_"%+0(1) = e_ne_%+0(1) ~ i 1
n Ve \e

1 /1\"
— () est le terme général d’une suite géométrique de raison % strictement inférieure a 1. La
e

Ve

série de terme général u,, converge.




15.

2

1 n
un<1+) >1
n

Donc u,, ne peut pas tendre vers 0 .

Exercice 7
Etudier la nature de la série de terme général :

Up = (\/n2+an+27\/n2+bn+l>n, (a,b) € R a >b.

Réponse 7
La forme méme du terme général suggére d’utiliser la régle de Cauchy. Observons d’abord que la
condition a > b entraine que u, > 0 pour tout n > 0. Ceci étant, on a pour n assez grand,

Yu, = (n2 +an + 2)1/2 — (n2 +bn + 1)1/2

a  2\? b1\
=n(l+—-+— -—n({l+—-+—
n n n n

_a—b+4—a2—|—b2+0 i
T2 8n n?

d’ou

lim Yu, = 5

n—-+oo

On en déduit que

. Sia_b

> 1, la série > u,, diverge,

OSia_

< 1, la série > u, converge,

.a—b 2—(a+b) 1
:1 1 3 :1 _— —_
o Si 5 , alors {/uy, + in —|—0<n)

Dans ce troisiéme cas on a donc
e sia+b < 2alors /u, > 1 pour n assez grand, donc u,, > 1 et la série > u,, diverge grossiérement.

e pour a+ b > 2, on ne peut conclure sous cette forme. En revanche, on a, pour a > 0 :

) =t (15 22050 L o (1))

4n n

=alnn+2-(a+b)+o(1),

il en résulte que lim n®u,, = +00, et en particulier, lim nu,, = +o00 d’oit la réponse.




PARTIE 2 - SERIES NUMERIQUES A TERMES QUELCONQUES

Exercice 8
Considérons les séries

> (?/gn et ;m <1+ (:/1%H>

Montrer que les termes généraux de ces séries sont équivalents mais que les séries n’ont pas la méme nature.

Réponse 8
En développant le log :

1" -1Hn
In{1+ ) ~ )

Vn Vn
Les termes généraux sont bien équivalents.

On reconnait une série de Riemann alternée avec o = % > (0 donc la premiére série est convergente.
Pour la seconde série, le développement du log donne

n (14 ) =S =5 () o ((F)) = -5 ()
En particulier, on remarque que
In <1+ <7ﬁ>> - (7%" - _21n+(;) —.

ou 'on reconnait la série harmonique qui est divergente. On a donc

S ()5 o)

n>1 n>1 n>1

cv DV

-1
et on conclut que la série Z In{1+ (=1 diverge.
n>1 \/ﬁ

Exercice 9
Etudier les séries:

1) 1" nsinl 7(_1)71
1.%(,/1#\}% —1) 2 Ef Dt Vnsin 3'%()””_1)”

Réponse 9

2
1. Ona\/l—i-x:l—i—g—%—i—o(xz) donc :

e (e Y () )

d’ou :
(=1)» (- 1 1 1
( ”ml> NG —Sn“(n)”gn

10



(—1)"
2n

-1
général d’une série harmonique divergente. On conclut donc que la série Z < 1+ (=1 — 1>

n>1 \/ﬁ

ou

1
est le terme général d’une série de Riemann alternée convergente et 3 est le terme
n

diverge.

2. En développant le sinus on a

i - eo(2) - G0 o)

_1)n
Ou (=1 est le terme général d’une série de Riemann alternée convergente et Z

1
Vn = ny/n

série absolument convergente puisque c’est une série de Riemann avec a = % > 1 donc la série

est une

1 . 1
E O | —= | converge. On conclut que la série E (—1)"y/nsin — converge comme somme de
ny/n n
n>1 n>1
deux séries convergentes.

On a:

1
3. En dével t
n développant - s

(10 (1)) - o)

—1)" 1
Ou (=1) est le terme général d’une série de Riemann alternée convergente, et g — est une
n
n>1

1
série absolument convergente puisque de Riemann avec o« = 2 > 1 donc Z 0] () converge. On
n

2
n>1
(="

en déduit que la série Z ﬁ
n — n

n>0

converge.

Exercice 10
Etudier la convergence de la série numérique de terme général

o nd _a”
1'“”:(71)5 2.un—a, aeC
3. u,=na""t, a€eC 4w — sin n2+17r
Uy, -
3. up = (_1)n(m_\/ﬁ) 4. up =nln 14—l — Cos L
n Vn
Réponse 10
1. On pose v, = |u,| = 775,
(n+1)°
Unt1 _ (D)t _ (nt1 3>< 1 0
Up, %f‘ n n+1

D’aprés la régle de D’Alembert, la série de terme général v, converge, donc la série de terme
général u,, converge absolument, donc elle converge.

— laI”

2. On pose v, = |uy| = 5

|a|n+1 ‘ |
Un41 +1)! a
n+ _ (n n) — =0
Up, lal n+1
mn:

11




D’aprés la régle de D’Alembert, la série de terme général v, converge, donc la série de terme
général u,, converge absolument, donc elle converge.

3. Pour |a| < 1 on pose v, = |u,| = n|a|"!

var (4Dl w
= = e la] = |al
Un n|al n+1

D’aprés la régle de D’Alembert, la série de terme général v, converge, donc la série de terme
général u,, converge absolument, donc elle converge.
Pour |a| > 1, |u,| = +oo donc la série diverge grossiérement.

4. On réécrit

2
. (n+1 . s AL
Up = sin < ’7T> = sin (mr + 7> = (=1)"sin (7)
n n n
Il s’agit d’une série alternée car a,, = sin (%) > 0, il est & peu prés évident que a,, est décroissant
et tend vers 0 , d’aprés le TSSA, la série converge.
Remarque : on pourrait montrer qu’elle semi-convergente.

5. On réécrit

6. Tentons de faire un développement limité en

u_(_l)n;
Vn+1l—+yn Vn+1+yn

Gy = m est positif, décroissant et tend vers 0 , d’aprés le TSSA la série converge.

e = (1" (VA F1 = Vi) = (-1)"

"% avec @ > 1 donc a 'ordre 2 ou 3/2, dans le premier

terme on va perdre un ordre a cause du n devant le In et dans la cos la variable sera 1/y/n
In(1+4 L co! !

= n — — S R

Up =N - S T
2 4

Lo (), (&) Ly

Bl T —J)-11= il
n(n 2n2+3n3+0(n3>) 2! + 4 +0((\/ﬁ) )
PR U DY 0 W AU S S0 S W N B S o
N on 302 O\ n2 on " 24n2 " O\n2)) T 2am2 T O\ 2 24n?

Il s’agit du terme général d’une série de Riemann convergente avec « = 2 > 1 donc la série de
terme général u,, converge.

Exercice 11
On considére la série :

—_

. Montrer que la série est convergente.

n -1 k 1 1 yn+1
Z ( ) _ i _ (_1)7z+1/ ti dt
Kr1l  Jo 1+t ) 1+t

. Montrer que Vn € N :

. Montrer que :
1 in+1 1

o 1+t ~“n+2

. En déduire que :




5. Donner une valeur approchée de In2 & la précision 1073,

Réponse 11

1. La série ) (;1);

T est alternée, or la suite (n%rl) est décroissante de limite nulle donc, d’aprés

neN

. L - ) - -
le critére spécial des séries alternées, la série (n +)1 est convergente.

2. Soitn €N. On a :

1 1 1
dt gt 1 gl
77(4)”“/ dt:/ — —(—nt! dt
o 1+t o 1+t o \1+t 1+t

_ [ 1A

1)n+1tn+1

1 1
_ (= 1— (= n+1
0 1+t o 1+t

Or
n n
vt e [0,1],1— (=) = (1= (=) D (=) = (1 +1) > (-1)*
k=0 k=0
1—(—t n+1 n
donc V¢ € [0,1], 1= (=" = Z(—l)ktk. On en déduit
14+t
k=0
1 1 1 n n 1
dt tntl
——(—1)”“/ dt:/ (=1)Ftk | dt = (—1)k/ th dt
| Tri T (X 20" )
n 1 n
_ (71)1@ {thrl } _ (71)1@
k=0 k+1]o k:()k+1
3. Soit n € N. On a:
tn—‘rl
vt €10,1],0 < < ¢t
1+t
donc :
1 tn—i—l 1 tn+2 1 1
Og/ dtg/t"“dt:[ } =
o 1+t 0 n+2], n+2
4. On a:
Lyt 1
0< / dt<——=0
donc

1 tn+1
dt = 0.

lim
n—+oo [ 141
D’autre part :
LA ) = In2
—— =[ln =1In
o 1+t 0

n _1\k 1 1 jn+1 1 yn+1
Z ( 1) _ dt (_1)77.+1/ ti dt =1n2 — (_1)n+1/ tfdt
0

Sk+1 o Jo L+t 1+t o 1+t

Or :

donc, par passage a la limite :

_1)n
5. La série Z (n—i—)l est alternée, or la suite (
majoration du reste dans le TSSA :

n%H) est décroissante de limite nulle donc, d’aprés la

400 k
(-1) 1
Y N <
nel k;nkarl “n+2




On peut écrire le reste de la série sous la forme

Vn € N S f i(_l)k—lnz—i(_l)k
X n+1k—|—1 Pt k:0k+1 k:ok+1
donc :
n
(—1)* 1
In?2— <
vn €N, |in Zk—i—l n+2

s — (=
On déduit E
n déduit que pour que 2 3

suffisant que :

<1073

— (—1)*
2 -3, k+1

k=0

donc, il suffit que :

<1073,
n+2 -

On peut donc prendre n > 102 — 2 = 998, par exemple n = 998.

soit une valeur approchée de In2 & la précision 1072 il est

Exercice 12
Montrer la convergence et calculer les sommes des séries de terme général

n

) B 1 5 B n (_1)n—k
i Z (n —k)k! P n = Z k12n—Fk

k=0 k=0

Réponse 12

1. On pose v,, = n,,

1
Un+1 _ (n+1)! _

1
Un m

—-0<1

n+1
On peut appliquer la formule du produit de deux séries absolument convergentes
+oo +oo +oo n +oo n +oo
() (Zo) = 3 (S mewn) = 32 (3 g ) - o
n=0 n=0 k=0 n=0

k:O

On reconnait la série exponentielle avec z = 1 donc

+o00 1

IR S
n= O

Ce qui montre que

+00 1

> ] ¢’

n=0 (n )

2. On pose
1 1)
an:a et bn:(2n)

1
n [ 1

Antl _ ("Tl)' - —0<1
Qn = n+1

n!

il s’agit d’une série absolument convergente en appliquant la régle de D’ Alembert

an est le terme général d’une série absolument convergente en appliquant la régle de D’Alembert

14



1 . . .
|bn| = — est le terme général d’une série géométrique convergente avec ¢ = 5 < 1, donc la série
n 2 3

de terme général b,, converge absolument. On peut appliquer la formule du produit de deux séries
absolument convergentes

n= n=0 \k=0

—+00
Oou Z a, =eet
n=0

“+o0 +oo 1)n 1 9
by = ) ===
Su=>(3) ==

On conclut
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