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SERIES

DEVOIR SURVEILLE 1

< Consignes >
Durée : 60 mn

» Les documents et les supports électroniques sont interdits.

» L’épreuve est composée d’exercices indépendants.

» Le baréme est a titre indicatif.

» La qualité de la rédaction et la rigueur des justifications seront prises en compte dans la notation.

< Sujet de ’épreuve >

Exercice 1 (2pts)

Enoncer les théorémes de convergence des Séries de Riemann et des Séries de Riemann Alternées.

Exercice 2 (8pts)

Déterminer la nature des séries suivantes
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Réponse. On notera u, le terme général des séries.

3n3

1. On reconnait une fraction rationnelle. On en déduit que u,, ~ = % qui est de signe constant et qui

nt

n’est pas sommable car la série harmonique diverge. On peut donc utiliser le théoréme d’équivalence

pour conclure que la série diverge.

2. Pour tout n > 1, 1 — —1— < 1 donc u,, est de signe constant (négatif). En utilisant le développement

ny/n

4. Pour tout n € N on peut majorer : |u,| =

limité de In(1 — z) quand x tend vers 0 on déduit que quand n — +00, u, ~ % qui est sommable

car c’est une série de Riemann avec a = % > 1. On peut donc utiliser le théoréeme d’équivalence et
conclure que la série converge.

. Si b =0 on reconnait la série nulle qui est convergente. Si b # 0 alors pour tout n > 1, u,, # 0 donc

n
—|b(
n—+1

Si [b] < 1 alors la série converge (absolument) quelque soit a € R.

Un+1

a
on peut utiliser la régle de d’Alembert : > — |b] quand n — 4o00. On distingue

n
alors 4 cas :

Si |b| > 1 alors la série diverge grossiérement quelque soit a € R.

Si b =1 alors on la régle de d’Alembert ne permet pas de conclure. Néanmoins on reconnait les
séries de Riemann donc on peut conclure que la série converge si a > 1 et diverge si a < 1.

e Si b = —1 on reconnait une série de Riemann alternée donc la série converge si « > 0 et diverge
sia <0.
s _ 1o
T4n2 = 1yn2 =~ T
une série de Riemann avec o = 2 > 1. On en déduit que la série de termes positifs E |, | converge
neN

~ % qui converge car c’est

par le théoréme de majoration, et donc la série E u, converge absolument.
neN



Exercice 3 (6pts)

n
On considére la série de terme général u,, = v/n et on note (S,,) sa suite de sommes partielles : S,, = E Uk
k=1

n n+1
1. Montrer que pour tout n > 1, / Vrdr <8, < / Vv da.
0 1

2
2. En déduire que S,, est équivalent a 3 n3/? lorsque n — 4o00.

Réponse. 1. La fonction z — v/« est croissante sur R;. On en déduit que pour tout k > 1 :

k k+1
Vredr <u < Vxdx

k—1 k

On encourage G faire un dessin rapide sur votre copie pour illustrer cet encadrement.
On peut alors sommer pour k allant de 1 & n et obtenir avec la relation de Chasles :

n k n n
S| vede= [ Vede<s, <Y |
k=1 k—1 0 k=1 k

2. On calcule les intégrales :

" /nd — 2 3/2 n_2 3/2 e d,,_ 2 3/2 n+1_2 13/2 1
Oﬁxf 37 Ofgn , et 1 Vrzdr = 37 1 fg((nJr) -1).

k+1

n+1
Vrdr = / Vzdz.
1

De plus, quand n — +oo on a 2 ((n+1)3/2—1) ~ 2n3/2. On en déduit par encadrement que S, ~ 3n®/2.

Exercice 4 (6pts)

1
Pour a € R et n > 1 on considére la série de terme général u,, = (—1)" (cos () — 1).

1. Déterminer la nature de la série Z U, quand a < 0.
n>1

2. Pour a > 0, donner un équivalent de w,, quand n tend vers U'infini.

1
3. Déterminer la nature de la série E Uy quand a > 3
n>1

1
. 17 . . _
4. Justifier que pour tout a € ]O, 5[ il existe un kg € N tel que si v, =0 <n2koa> alors E v, converge.

neN
5. Déterminer la nature de la série Z Uy, quand a € ]0, %[
n>1
) . 1 , o . .
Réponse. 1. Sia <0 alors cos { — | n’a pas de limite quand n — +oo donc la série diverge grossiere-
n

ment.
Pour a = 0, la suite u,, = (—1)"(cos(1) — 1) n’a pas de limite quand n — +o0o donc la suite diverge

grossiérement aussi.

2. Pour a > 0, par développement limité du cosinus en 0 on a

1 1 (—1)ntt 1
= (1 g o () 1) = S o (G

_1)n+1

“on2a quand n tend vers 'infini.
n

donc u,, ~

1 . .
5p2a AW converge car c’est une série de Riemann avec o = 2a > 1 donc la série
n

E Uy, converge absolument.
n>1

3. Sia> 2 alors |u,| ~



1
4. On sait que les séries de Riemann E — converge si et seulement si a > 1. Pour tout a €]0, %[ on
n>1

peut donc choisir un entier ky > ﬁ avec lequel 2kga > 1 donc toute série dominée par ko Sera
n

convergente.

5. Le développement limité de cosinus en 0 & l'ordre 2kq s’écrit
ko k

oy N~ (D

cos(z) = ,;:O k).

On en déduit le développement limité de u,

ka +o (ka())
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Pour tout k& € [1,kg], les séries de terme général w, = ((23{:)'% convergent car ce sont des
!onehae

multiples de séries de Riemann alternées avec o = 2ka > 0. De plus, par la question précédente on a

choisit kg tel que la série de terme général —hoa Converge absolument.
n

On en déduit que pour tout a €]0,1/2], la série Z u,, peut s’écrire comme une somme (finie) de séries

neN
convergentes, donc elle converge.



