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sujet comporte 4 exercices. L’ordre dans lequel ceux-ci sont traités n’est pas impose.
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Exercice 1 : Questions de cours/TD (5 points)

Soit (E,|| -]|) un espace vectoriel normé quelconque. Soit 7 > 0 et a un point quelconque de E.
1. Soit A C E. Quelles sont les définitions de : A Ouvert? A Fermé? (1 point)

2. Montrer que la boule ouverte de centre a et de rayon r, B(a,r), est un ouvert. (4 points)
Correction :

1. Définition d’ouvert : (0.5 point)

def 1 possible :
A ouvert <= A est voisinage de chacun de ses points.

def 2 possible :
A ouvert <= Ve € A, Ir >0/ B(z,r) C A.

Définition de fermé : (0.5 point)

def 1 possible :
A fermé <= CgA ouvert.

def 2 possible :
A fermé <= Vo € CgA, 3Ir >0 / B(z,r) C CgA.

def 3 possible :
A fermé <= Cp A est voisinage de chacun de ses points.

Tout autre définition sera refusée. Toute imprécision conduira & 0 pour la définition.

2. Soit B(a, ) la boule ouverte de centre a et de rayon r. Soit X € B(a,r) un point quelconque
de la boule. Alors, par hypothése
| X —all <r



Soit € = r — || X —al|. Or VX € B(a,r), ||X —a|| < r et donc VX € B(a,r), e > 0. On

introduit alors la boule ouverte centrée en X et de rayon €, B (X e=r—||X — aH).

Soit Y € B(X, e=r—||X — aH> un point quelconque de cette boule. On a alors
IV = X[ <e=r—|IX —al

Alors

Y —al[ =]y = X + X —al <[[Y = X|| +||X —a
<r—[IX —a|[+][X —al| =7

donc
||Y —al| <r, cequiest équivalent & Y € B(a,r)

Or cela est vrai VY € B(X,e =r—||X - aH), donc
VX € B(a,r), B(X,e =r—||X - a||> C Bla,r)
Finalement B(a, ) est un ouvert.

1 point si c¢’est le bon rayon de boule 7' qui est donné.

1 point si il est justifie que r" > 0.

1 point si il est correctement démontré que ||Y — al| < 7.

1 point pour conclure correctement & partir du point précédent.

Exercice 2 : 2 normes sur ’espace des matrices (9 points)

Soit n, p € N*. Soit M,, ,(R) I'espace vectoriel des matrices de n lignes et p colonnes & coefficients
réels. Soit A € M,, ,(R) une matrice quelconque. On définit alors les deux applications

n P
FA)=2_> lal et g(4) = max (Ja])
i=1 j=1 155<p

ol a;; est I’élément de la ligne ¢ et de la colonne j de la matrice A.

1. Montrer que f et g sont des normes sur M, ,(R). (4.5 points)
2. Déterminer «, 8 > 0 tels que :

VA e M, ,(R), ag(A) < f(A) < Bg(A) (2 points)

3. Ces normes sont-elles équivalentes ? (0.5 point)

4. Soit n = p = 2. On note 04y, , I'élément nul de Maa. Soit S¢(Oaty,, 7 = 1) et Sg(Opty,, ™ = 1)
les sphéres de rayon 1 et de centre Opy,, associées aux normes f et g. Donner un élément C'
quelconque de Sf(0pq,,,r = 1) et un élément D quelconque de Sy(0pt,,, 7 = 1). (2 points)



Correction :

1. Montrons que f est une norme :

(a) Séparation : (0.5 point)
Soit f(A) =0, alors
nop
ZZ‘CLU‘ =0=Vi,j, A5 = 0
i=1 j=1
(b) Absolue homogénéité : (0.5 point)
Soit A une matrice de M, ,(R) (ses éléments seront notés a;;) et A € R. Alors A\A est la
matrice dont Is éléments sont donnés par Aa;j. Calculons la norme de ce nouveau vecteur

n p n p n p
FOA) =% Paigl =D > I\ xfagl = A1) laig| = [AIf(A)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
(c) Inégalité triangulaire : (1 point)
Soit A et B deux matrices de M,, ,(R) (leurs éléments seront notés a;; et b;;). Calculons
la norme f de A+ B
n o p
flLA+B) =)

=17

laij + bij| < ZZ [\aij\ + ’bijq = f(A) + f(B)

1 i=1 j=1

car Vi, J, |aij + bij| < |a;j| + |bij| (inégalité triangulaire dans R).

Montrons que g est une norme :

(a) Séparation : (0.5 point)
Soit g(A) = 0, alors
lrél%xn (‘a7«]|) =0= VZ,], Q5 = 0
1<j<p
(b) Absolue homogénéité : (0.5 point)
Soit A une matrice de M,, ,(R) (ses éléments seront notés a;;) et A € R. Alors A\A est la
matrice dont Is éléments sont donnés par Aa;;. Calculons la norme de ce nouveau vecteur
9(AA) = max (|Aay|) = max (JA| X |ag]) = |A| max (Jai;|) = [Alg(A)
<n i<n 1<i<n

1<i< 1<i< i<
1<j<p 1<j<p 1<j<p

(c) Inégalité triangulaire : (1.5 point)
Soit A et B deux matrices de M, ,(R) (leurs éléments seront notés a;; et b;;). Alors
Vi, jy laij + bij| < laij| + [bij] < max (lai|) + max ([by]) = g(A) +9(B) (1)
1<i<n 1<i<n
1<j<p 1<j<p

On voit donc que
Vi, j, |aij + bij| < g(A) + g(B)



La relation précédente est en particulier vraie pour la valeur de (7, j) qui maximise |a;; +

bij|. Donc
max (|aij + bij|> <g(A) +g(B)
1<i<n
1<j<p

Finalement

g(A+ B) < g(A) +g(B)

Pour cette question, il faut vraiment passer par la relation (1). Si cette relation n’est pas
écrite alors 0.

2. Déterminons «, B > 0 tels que :

VA € My, (R), ag(A) < f(A) < Bg(A)

Montrons que VA € M,, ,(R), ag(A) < f(A) : (1 point)

Soit A une matrice quelconque de notre espace vectoriel. Alors

g(A) = max (\am)
1<5<p

Soit (9, jo) le couple de valeurs tel que I'on maximise |a;j|. Prenons maintenant la norme f
nop
FOA =D lai] = laigjol + D D laigl = g(A) + > Y |aij]
i=1j=1 i#i0 j#Jo i#i0 j#jo
OF D i D jtjo |@ij| = 0 d’ott Ton déduit que

VA€ Mnp(R), g(A) < f(A)  (a=1)

Montrons que YA € M,, ,(R), f(A) < Bg(A) : (1 point)

Vi gl < max (lagl) = g(4)

1<i<n
1<5<p
d’ott 'on déduit que
n p
>3 aijl < (n x p)g(A)
i=1 j=1

Finalement, on a

VA€ Mnp(R), g(A) < f(A) <npx g(A)
3. Deux fagons de répondre. (0.5 point)
Méthode 1 :

L’inégalité obtenue & la question précédente prouve, par définition, que les deux normes sont
équivalentes.



Méthode 2 :
L’espace M,, ,(R) est un espace de dimension finie (dim= np). Or on sait d’aprés le cours
que sur un espace de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

4. Commencons par définir ces ensembles (0.5+0.5 point)

2 2
S1(Ontzym = 1) = {C € Man(R)/S(C) = 1} 4= (€ € Sp(Ontzrr =1) = DD leisl =1 )

i=1 j=1

So(O0razsm =1) = { D € Maa(R)/g(D) = 1} = ( D € Sy(O0ptaayr = 1) = max (Jdis|) =1 )
15522

On peut par exemple prendre (0.5+0.5 point)
= <

Exercice 3 : un peu de topologie dans R (6 points)
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On munit R de sa norme usuelle | - |. Soit a € R. Soit les ensembles suivants
I =la;+oo] I =[0;1[U]1;2] U {3}

1. Déterminer si les ensembles précédents sont ouverts, fermés, ou aucun des deux en passant
soit directement par les définitions soit en utilisant les suites d’éléments de R. (2 points)

2. Déterminer 'adhérent de I; et l'intérieur de Is par la méthode de votre choix. (4 points)
Correction :

1. Commencons par [ :

Ouvert ? (exemple de méthode)
S’il y a un soucis, le soucis est en {a}. Soit x € I;. Considérons alors

Bz, r=x—a)=|z—(x—a);z+ (z —a)| =]a; 2z — af

or Ve € I, r > 0. De plus Vy € B(z,r=x—a), y > a donc y € I;. Ainsi Vx € I,
B(z,7r =z —a) C I et donc I est un ouvert.

(0.5 point).

Fermé ? (exemple de méthode)
Soit la suite u, = a + % Alors Vn > 1, u, € I. Toutefois

Iim w,=a¢ I
n—-+oo " ¢ 1

5



Donc I n’est pas un fermé. (0.5 point)

Poursuivons avec I :

Ouvert ? (exemple de méthode)

Clairement, il y a un probléme en plusieurs points. Nous allons considérer {3} par exemple.
Soit > 0 et B(3,r) =]3 —r;3 + r[. Considérons y =3+ § € B(3,7). Alors, Vr >0, y ¢ I
et finalement Vr > 0, B(3,7) ¢ I» et I3 n’est pas un ouvert. (0.5 point)

Fermé ? (exemple de méthode)
Soit u,, =1 — % Alors Vn > 2, u,, € I5. Or

lim u, =1¢ I

n—-+o0o

Donc I3 n’est pas un fermé. (0.5 point)

. Détermination de I; :

Etape 1 : On propose un candidat sur la base du fait que 'adhérent de I; est le plus petit
fermé contenant I : C' = [a; 4o00[ (0.5 point).

Etape 2 : Puis on vérifie que I; C C' et que C' est un fermé.

Or par corollaire du cours on sait qu’un ensemble de la forme [a; +00[ est bien un fermé.
De plus, C = I U{a} d’out I'on déduit que I; C C.

On sait alors que I1 € C (0.5 point).
Etape 3 : Il ne reste plus qu’a montrer que C' C I ce qui est équivalent &
Ve e C\I1, ¥Yr >0, B(z,r)NI #0

ot dit autrement que tous les points de C'\I; appartiennent bien & I;.

Or ici C\I; = {a}. On peut par exemple introduire la suite

1
Up = a+ —
n

donc, pour n > 0, tous les éléments de la suite appartiennent a I;. Or

lim wu, =a
n—-+o0o

Donc {a} appartient bien & Iy. (1 point)

On a donc I} = C = [a; +o0].



Détermination de IOQ :

Etape 1 (0.5 point) : proposons un candidat sur la base du fait que lintérieur de I est
le plus grand ouvert contenu dans Is. Ainsi, posons

C =]0; 1[U]1; 2]

Etape 2 (0.5 point) : Nous devons vérifier que C' est bien un ouvert et que C' C Is.

D’aprés un corollaire du cours, Va,b € R, tels que a < b, Uintervalle ]a; b est un ouvert.
De plus d’aprés une autre propriété du cours, une union quelconque d’ouvert est un ouvert.
Ainsi on déduit que C' est bien un ouvert.

De plus Iy = C U {0} U{2} U {3} ce qui implique que C C I5.

D’aprés le TD, on sait alors que C' C L.

Etape 3 (1 point) : Nous devons maintenant vérifier que Io C C.

IycC e (vx e L\C,¥r > 0, B(z,r) ¢ 11)
Iei L\C = {0} U {2} U {3).

Soit 7 > 0 et soit B(0,r) =] — r;+r[ la boule centrée en 0 et de rayon r. Considérons alors
y=—5 € B(b,r).Or,¥r >0,y <0doncy ¢ I. Ainsi Vr > 0, B(b,r) ¢ I et donc {0} ¢ I5.

De la méme facon, nous pouvons montrer que {2}, {3} ¢ I et finalement

I, = C =]0; 1[U]1; 2]

0.5 si 102 est donné sans justificatif ou que le reste de la démonstration est faux.
0.5 si I1 est donné sans justificatif ou que le reste de la démonstration est faux.



